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第 一 章 ”分 式 线性 变换 


分 式 线性 变换 叉 叫 才 比 乌 斯 变换 CMabins，1790 一 1868)， 
这 是 一 类 已 美的 几何 蛮 换 ， 它 在 后 面 我 们 讨论 双 昌 非 葡 所 何 际 
扮演 着 重要 的 角色 。 作 为 准备 知识 ， 本 章 糙 系统 地 介绍 它 的 基 
本 性 质 与 分 类 。 此 外 还 将 介绍 与 此 有 关 的 反 芒 变换 。 已 经 区 悉 
这 些 内 容 的 读者 可 灸 直接 阅读 下 一 章 。 


$1 复数 与 几何 


本 书 的 主题 是 包 何 ， 但 使 用 的 工具 却 是 复数 。 所 以 我 们 不 
切 先 从 复数 与 几何 的 联系 讲 起 . 

贸 数 最 初 是 为 了 解 二 次 代数 方程 式 而 引入 的 。 但 仔细 起 想 
识 发 汽 ， 对 于 解 二 次 方程 而 言 ， 引 进 复 数 并 没有 带 给 我 们 任何 
:实际 好 处 ” ,内 不 过 是 在 b: ~ 4ac<0 队 把 方程 式 0x? + bz c= 
视 作 有 很 ， 知 这 种 根 是 一 种 不 同 于 实数 的 数 罢 了 。 至 于 这 种 数 
是 什么 ， 谁 也 没有 提供 进一步 的 信息 。 


从 历 中 上 看 复 煞 的 第 一 次 有 实际 意义 的 应 用 妨 怕 旦 解 三 次 
方程 式 与 四 次 方 竹 式 。 一 个 一 般 形式 的 三 次 方 竹 式 通过 一 个 简 
单 变换 总 可 化 归 成 下 列 形 式 ， 

+Phr+oq=0, 
利用 配方 的 办 法 就 可 以 得 到 这 个 方程 的 根 的 公式 
+ 
这 个 公式 最 早 基 由 谱 尔 塔 里 雅 〈Tartaglia，1500 一 1557》 得 划 
的 ， 但 习惯 上 仍 吧 作 卡 尔 丹 (Cardan，1501 一 15767 公 式 。 


我 们 把 发 明 权 的 争论 留 给 历史 学 家 们 ， 而 李 细 沽 查 一 下 这 
个 公式 。 当 


时 ， 原 来 的 三 次 方程 仍然 有 可 能 有 实 根 (你 能 自己 举 出 钢 子 
吗 ?) 然 而 这 个 实 根茎 要 经 过 复数 的 运算 才能 获得 。〈 国 为 这 上 疝 
在 卡尔 丹 的 公式 中 出 更 了 复数 .) 这 真是 奇妙 之 极 ! 

四 次 方 壹 也有 类 似 的 情况 ， 

尽管 复数 在 解 代数 方程 中 有 着 不 可 缺少 的 作用 ， 但 人 们 总 
对 它 有 一 种 虚 泡 蒜 泪 之 感 。 径 过 几 个 世纪 怀疑 与 争论 ， 到 了 高 
斯 (Gaass，1777 一 1855) 的 了 时代， 情况 发 生 了 根本 的 变化 。 硬 
斯 把 复 激 z=2+ 太 解 释 为 平面 上 的 版 人 ， 纺 或 目 原 点 至 点 (zyV) 
的 向 量 。 这 样 一 来 ， 人 们 对 于 复数 有 了 某 种 真实 感 ， 并 和 逐 靳 习 
以 为 常 地 接受 下 沙 ， 

不 仅 如 此 ， 高 斯 对 复数 的 几何 解释 使 得 复数 与 几何 从 此 结 
下 不 解 之 绿 。 复 数 的 作用 世 就 大 大 超出 了 解 方程 的 范围 ， 

今天 现代 激 学 的 几乎 所 有 分 支 都 与 复数 有 关 。 就 连 研 究 回 
数 的 数论 也 离 不 开 复 数 。 


3 2 


复数 与 用 向 的 关联 司 得 许多 平 军 的 片 柯 问题 在 慌 勒 于 复 尝 
运算 处 理 时 显得 于 分 方便 - 这 在 后 面 的 讨论 中 会 看 到 这 一 点 ， 

由 于 复数 是 我 们 的 基本 工具 ， 所 以 我 们 要 求 读者 熟悉 复数 
的 几何 表示 及 各 种 运算 。 今 后 ,我 们 用 表示 全 体 复数 的 集合 ， 
又 表示 复 平面 .用 本 表示 全 体 实 数 的 集合 ,又 表示 复 平面 上 的 实 
轴 。 有 关 复 数 的 记号 ， 如 Rez，Imz，z， 过 等 ,都 与 一 般 中 学 
课本 中 一 致 . 辐 钊 args 本 书 中 特别 规定 其 取 值 范围 为 (一 下 和 、 
这 一 点 可 能 与 某 些 书 不 一 致 ， 请 读者 留意 ， 


§ 2 复 球面 一 一 直线 与 圆周 的 统一 


世间 一 切 对 立 着 的 事 瑰 都 在 一 定 的 条 件 下 达到 统一 。 直线 
与 圆 于 也 是 如 此 。 而 且 在 后 面 的 讨论 中 我 们 须要 把 它们 统一 起 
米 。 
我 们 先 来 看 看 直线 与 回 周 的 偶 方 窒 如 何 从 形式 上 得 到 统 
一 。 守 面 上 取 定 直 龟 举 标 条 之 后 ， 一 条 直线 的 实 坐 标的 方 黎 足 
ar tby+c=0, 4 b, ¢ 蕊 昭 
令 z=z+ 比 并 注意 到 7 一 (z+5)72 与 3 一 (2 一 3)72i 立即 就 得 到 
这 条 直线 的 复方 程 
Ca ib)zs+ Catia+2c=0, 
因此 ， 一 条 直线 的 复方 程 蛙 一般 有 形式 是 
Bz+Bz+r7=0, BEC, YE RR, C2.1) 
其 中 8 关 0。 
以 虑 zu 所 各 为 中 心 , 届 rE 亚 为 半径 的 贺 丙 的 复方 年 显然 是 
[2 zu| 一 r 或 1z 一 ze 一 上 。 表 面 上 上 它 与 直线 方 喜 硼 差 甚 远 ， 
但 是 番 过 一 盔 变 形 之 后 就 会 发 现 它们 的 共同 之 处 。 
3 * 


注意 到 12 一 201*=C2~20)C3 一 B60), 方程 jz 一 zo| 一 六 可 
写 为 
2 逐一 有 0 一 忆 0 加 十 | 2 2 一 7 二 0 
区 上 述 方程 两 端 各 条 以 实数 夫 0， 就 变 成 
GZz 呈 二 Bz+hat+Y=0, BEC, a,TERB, 《2.27 
其 中 
一 一 让 20 Y=0C|20|: —r*), 《2 .37 
友 过 来 ， 任意 给 一 个 方程 a2#3+ fz+B23+Y 二 0( 其 中 8EC， 
z，yE 层 )， 如 果 适 合 下 列 条 性 
KO, rl1Bl’, (2.4» 
则 一 定 世 表 一 个 圆周。 请 读者 证 明 这 一 结论 ， 并 求 出 该 圆周 的 
圆心 与 半径 (提示 ， 注 意 (2.3))， 
比较 直线 与 贺 周 的 上 复方 程 (2.1) 与 (2.2) 就 发 现 两 者 具 差 一 
项 。 前 者 是 后 者 的 圣 殊 情况 ， 立 一 日 
总 之 ， 方 程式 
z33 十 有 zz+pz2+TY 一 0 月 和 丰 ，c，TCE 本 《2 .5 
car< 8 
代表 圆周 Ca 于 人 0 或 直线 (a =0)。 宽 线 与 贺 周 有 了 统一 的 表达 形 
式 ， 
图 周 与 直线 的 统一 又 可 以 通过 无 穷 远 点 的 引入 实 更， 这 时 
致 复 球面 的 概念 。 
在 三 维 空 间 中 取 定 一 个 直角 举 标 系 Oryw， 并 考 不 一 个 以 
点 C0;031/2) 为 中 心 、 以 1/2 为 半径 的 球面 3， 如 图 1 一 2.1。 
我 们 将 虑 (0,0,1) 称 作 球 面 $ 的 北极 并 记 为 mp。 对 于 任意 一 
点 PES 一 {n}， 我 们 作 n 至 ?的 连 线 并 延长 之 ， 势 必 交 坐标 平面 
Oxy 于 一 点 P'。 这 轩 称 P' 为 了 点 的 测 地 投影 ， 而 对 应 pep 称 
为 球 极 上 映射 。 旺 然 ， 这 个 上 映 射 是 3 -~ {#} 到 坐标 平面 228 的 一 个 


"* 


设 PES~ ft 的 泽 标 为 直人 s)， 而 它 的 测 地 投影 和 的 枚 标 


国 # 一 2.1 


汶 (7,y,0)。 通 过 一 个 并 不 复杂 的 分 析 就 得 出 下 列 关 系 式 ， 


x 

Tr ro 

y 

"TT 

+ 

CT 
这 时 我 们 省 略 了 推导 这 些 关系 式 的 步 又 是 因为 这 些 关系 式 今后 
用 得 不 多 ， 

现在 把 举 标 平面 Oxy 视 作 复 平面 ， 关 把 它 上 面 的 点 C(x,5) 

看 作 复数 ==z+ 芭 ， 那 么 上 述 三 个 关系 式 就 化 成 


Rez 
Tr 
1 一 Tm 

1+jz| 


由 此 容易 看 出 ， 当 |z|->coe 附 ，E 0，T>0， 5>1， 也 吧 点 D 一 
(ET 一 RR 这 就 是 说 ， 当 点 2 远离 原点 而 趋 向 于 无 窒 远 时 ,上 成 
2 在 3 上 约 宕 应 点 2 四 和 赵 阿 于 北极 *。 

这 和 启 败 我 们 除了 原 有 的 和 揽 著 之 外 再 引进 一 个 新 的 复数 co 与 
球面 的 北 根 *#* 相 对 应 ,复数 < 也 可 以 看 作 在 复 平 面 @ 上 增加 了 一 
点 ， 它 代表 着 无 穷 远 ， 并 称 为 无 穷 远 点 。 

复 平 前 和 上 加 了 这 个 点 之 后 被 称 为 扩充 复 平面 或 复 球面 ， 


并 记 作 C 或 CU {co}。 本 书 中 采用 复 球 面 的 术语 . 

复 球 面 的 模型 是 球面 5， 但 复 球 面 本 身 并 不 是 5， 

对 于 这 个 不 寻常 的 复数 co， 我 们 约定 它 的 模 是 无穷 大 。 上 
>: 一 0 一 样 ，co 无 辑 角 可 言 。 些 外， 我 们 约定 它 可 以 作 下 列 运 
算 ， 


忌 
22 二 2 二 00 二 00， 0 b 


Eo 二 DO 证 二 


,To VEE- {0), 


一 般 说 来 ，%o/co， 中 士 o0 都 没有 确定 的 值 ， 要 视 具 体 馆 说 而 
定 。 但 是 ，s "co 总 等 于 cc 。 

引入 了 无穷 远虑 及 复 丈 面 的 概念 之 后 ， 我 们 就 可 以 把 直线 
看 成 是 通过 无 穷 远 点 的 图 周 。 

这 种 看 法 是 有 直观 依据 的 。 没 是 举 标 平面 0zy 上 的 一 条 前 
线 。 况 在 我 们 来 说 明 , 在 球 极 映射 中 ! 在 球面 上 的 道 像 是 一 条 通 
过 北极 2 的 图 局 ， 

事实 上 ， 概 据 球 极 投 影 的 定义 ， 直 线 ! 在 S 上 的 道 估 应 该 落 
在 北极 ”与 直线 ! 疡 雇 定 能 平面 上 ， 见 图 1 一 2.2。 因 此， 这 个 道 


sa 和 


像 恰 好 就 是 # 与 所 决定 的 平面 跟 $ 的 交 线 。 它 显然 是 通过 北极 # 
的 一 个 图 局 ， i 


图 1 一 2,2 
荣 王 上述 直观 模 曹 ， 我 们 有 理由 把 渴 平 而 上 的 直线 叫 作 是 
复 球面 上 通过 %% 的 加 局 


显 航 ， 在 复 球面 上 无 穷 远 点 是 所 有 站 钱 之 共同 详 搬 。 
今后 六 讲 到 复 球 画 上 的 圆周 果 周 指 遵 党 的 圆周 又 指 过 co 的 


同 周 ( 却 直 线 >。 


$3 交 比 一 -再 论 直线 与 属 周 的 统一 


激 学 上 有 许多 独 划 某 种 特征 的 重 ， 甚 定义 简单 明了 ， 人 得 却 
包含 丰 宫 深刻 的 内 证 。 复 数 的 变 比 就 是 一 个 这 和 样 的 量 。 
香 平 面 心 上 上 给 是 了 轩 点 21， 2 I 《其 中 任意 两 点 均 
站 相同 ,比值 
C2 


{22 一 局 JR ~ £0) 


| 


被 称 为 给 起 四 上 成 21，2s， 2s; 2 的 复 比 或 交 比 ， 记 作 [21,，24; 
Zsas24l, 

谈 比 又 可 礁 作 两 个 单 比 之 比 。 所 谓 点 z:，zs，zs 的 单 比 是 

指 比 值 
{21— 229 
(Zs — 28) 

记 作 Fzi，zs5 zsJ。 显 然 ， 我 们 有 

现在 我 们 来 说 明 单 比 与 交 比 的 几何 音义， 

将 点 zl，2z，2s 分 别 记 作 4， 丐 ，C， 并 令 p= 2:，223 
zs]| ，9=arg[zi，23) 2s]。 很 显然 , p 治 好 是 线段 A4C 与 BC 的 
长 度 之 比 ,而 8 的 绝对 值 恰好 就 是 及 C 与 BC 在 点 C 南 夹 的 劣 角 ( 即 
不 超过 x 的 角 )。 当 线段 CB 以 C 为 中 心 在 此 劣 解 内 旋转 至 C4 周 ， 
若 旋转 方向 基 道 附 针 的 ，b 琶 正 值 :否则 6 残 负 值 。 应 当 说 明 ， 
当 i =z 时 ， 旋 转 方向 不 确定 。 我 们 约定 这 醒 6 只 取 正 值 。 

这 些 结论 请 读者 根据 拨 儿 除法 的 几何 意义 进行 验证 .并 注 
意 我 们 关于 arg 取 值 范 围 的 规定 。 

这 样 ， 我 们 有 下 列 结论 ， 

三 个 不 同 的 虚 zl，zz，2zs 落 在 同一 直线 上 的 充 要 条 件 是 

ar 区 二 1 2s; 22] 一 0 或 ， 
也 即 华 比 [21，2z:3 235] 是 实数 ， 

交 比 的 几何 意义 一 下 还 难于 说 得 十 分 盘 简 ， 有 些 还 要 到 下 

一 节 中 再 讲 。 令 
Di= lz1y Za 28], 0 =argLz1, 22$ sl 


pe 一 人 zi 2Z43 Fl 4 pz 一 BTSLz1 2 之 4 


之 


变 比 的 模 piyp: 的 意义 是 再 清楚 不 过 了 , 它 是 四 条 线 女 形成 的 一 
个 比 从 ，, 但 变化 [21，23; Zs， z4.] 的 辐 角 989; 一 8; 的 几何 意义 ， 
尚 须 分 情况 讨论 ， 

我 们 不 妨 假 定 zs 与 z, 不 莫 在 z1 与 x?; 所 决定 的 直线 上 。 这 时 
只 有 两 个 情况 应 区 别 讨 论 :(izs 与 z4 在 z: 与 z* 所 决定 的 直线 的 
同一 便 ， 《ii)zs 与 ?4 分 居于 z: 与 zz 所 诀 定 直线 的 两 侧 。 

很 容易 看 出 ， 在 第 5i 种 情况 下 ， 与 98: 同 号 ， 而 在 第 (ii 
种 情况 下 ，8: 与 9 符号 相反 。 见 图 1 一 3.1(a) 及 (b)， 


之 


图 1 一 3,1 

这 样 ， 在 第 (i) 种 情况 下 ，181 一 91 二 118,| 一 19;11， 而 在 
第 (1 种 情况 下 ，|19: 一 9:1==181 | + 19,|， 

现在 我 们 暂时 不 讨论 8, -~ 8; 的 几何 意义 ;上 只 讨论 一 个 问题 ; 
和 何 时 交 比 [zi122329524j] 为 实数 ， 也 即 81 一 8:=0 或 士 。 

当 *s 与 24 殉 不 落 在 z: 与 zz 所 诀 定 的 直线 上 上 持 ， 这 个 交 比 是 
实数 的 完 娶 条件 是 ， 在 情况 (iD 下 681:=8s， 而 在 情况 《ii)y 下 ， 
191| +16:]= x。 根据 平面 几何 中 大 家 熟知 的 定理 ， 不 论 在 嘱 
种 情况 下 ， 这 意味 装 四 点 #1,2:,zs,z, 共 图 

这 样 ， 我 们 证 明了 下 述 结论 ; 


不 共 线 的 四 点 zl*zsy*zsyzi 共 加 的 充 要 条 和 忻 是 它们 的 变 比 


让 


NS 


Za 
ca} ‘b) 
医 1 一 3., 2. 
为 实数 . 《这 里 所 说 四 点 不 共 线 是 指 其 中 任意 三 点 均 不 共 线 ,) 
现在 ， 我 们 讨论 zs 与 ?3 中 有 一 点 蓝 在 z: 与 >* 所 决定 的 直线 
上 的 情况 。 这 时 显然 变 比 [ziyz:izs,2zd] 是 实数 的 完 要 条 件 是 
四 个 成 全 在 同一 条 直线 上 . 
总 之 ， 我 们 证 明了 下 判定 理 


定理 3.1 设 21,2;;23924 世 态 是 任意 由 个 点 。 则 它们 共 线 
或 共 圆 的 充 机 条件 是 迹 比 FEzliyzsi2ay24] 是 实数 。 

四 点 共 线 与 四 点 共 圆 有 一 个 丰 辐 的 必要 条 件 即 其 交 比 是 实 
数 。 这 一 点 表明 了 直线 与 右 周 有 一 种 共同 的 特征 ! 交 比 使 我 们 
再 次 着 到 了 直线 与 圆周 的 缠 一 性 ， 

现在 ， 我 们 把 交 比 的 概念 推广 到 复 球面 上 ， 也 即 允 许 在 
21yzzy2sy24 之 中 本 以 有 无 穷 远 成 co 。 

我 们 定义 


训 一 全 8 
[zzs17sycc] 一 一 
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Zi 一 全 
L219;293 2 | 1 
立 1 一 安生 
2 
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读者 无 须 记 忆 这 些 公式 。 这 样 定义 含有 的 交 比 ， 恰 好 相当 于 
无 论 2 出 现在 什 必 位 置 ， 只 要 先 形式 地 将 交 比 写成 

(21 ~ 2 C2 ~ 2,) 

{Zs — Zs) (2 ~ 2.) 
然后 把 分 子 与 分 母 中 合 有 吕 的 项 (分 子 与 分 母 中 一 定 各 有 一 项 》 
虱 换 成 1 即 可 、 例 如 zas=co 的 情况 ,我 们 就 把 (zs 一 24)》 与 
《z2 -~ 23) 国 交换 成 1， 司 得 到 严 比 为 (zl 一 23)/(21 一 24)， 

这 禅定 义 的 合理 性 在 于 把 含有 c 的 变 比 视 作 有 旁 扎 变 地 之 

极限 ， 如 


[L212 T8900 1 = limi 2 2 2 
入 一 oo0 


余 此 类 推 ， 请 读者 自己 验证 这 些 事 实 ， 

一 个 有 趣 的 事情 是 值得 注意 的 ， 那 就 是 含有 oo 的 四 点 的 交 
比 恰好 就 是 其 余 三 点 (有 和 穷 感 ) 在 适当 次 序 下 的 单 比 。 这 样 ， 会 
有 忆 的 四 点 的 交 比 是 实 激 的 充 要 条 忻 是 三 个 有 益 点 让 一 条 直线 
上 。 前 商 我 们 已 经 把 直线 看 作 是 通过 无 穷 远 己 的 圆周 。 固 此， 
定理 3.1 便 可 扩充 为 下 列 形式 : 

定理 3.2 ” 设 s1zsyzyyz, 为 复 球面 全 上 任意 给 定 的 四 点 。 
叫 它 们 蘑 在 灸 际 画 同一 圆周 上 的 充 要 条 件 是 它们 的 交 比 为 实 
数 。 

这 里 钙 定 的 四 点 允许 其 中 有 无 穷 远 点 cc， 耐 复 球面 的 圆周 
包含 通常 的 直线 。 

练习 it 设 21 一 0;21 = 二 1528 一 1， 该 证 此 三 点 决定 的 加 的 姑 
数 方 程式 是 ， 已 一 TAI 一 证 二 了 过 本 ， 

s 了 了 所 


练习 2 证 明 下 列 交 比 的 性 质 ， 
[zi +o322 tq 2 十 好 2 十 他] 一 [2iy2o Zor24]s 
{3.1» 
[bz1 ,bes bzssbz, =[ers zs yz 2 (3.2). 
Lz1, Zo Zas Ra]=[21,22 23s24] (3.3) 
Lays A223 Za 4 =[21s22y Zr924s (3.4) 
其 中 jpEE，ps0。 这 里 除了 (3.4) 之 外 ， 其 它 各 式 痢 是 十 分 
容易 看 出 的 。 


8 4 几何 与 变换 


在 我 们 引入 分 式 线性 变换 之 前 ， 先 讨论 一 下 几何 与 变换 的 
联系 。 

如 果 我 责问 你 ， 什 么 是 几何 学 ? 你 或 许 会 同 管 说 ， 几 何 是 
研究 图 形 性 质 的 科学 。 这 个 回 管 是 不 错 的 。 但 是 权 再 进一步 起 
河 一 名 ,上 几何 学 研究 图 形 的 什么 性 质 呢 ?7 或 许 你 就 难于 回答 了 * 
或 者 认为 这 个 问题 本 身 没有 道理 ， 

其 实 儿 何 学 产 不 研究 图 形 的 一 切 福 成 。 举 例 说 ， 我 们 在 司 
一 张 纸 上 面 出 两 个 全 同 的 三 角形 ， 一 个 在 左边 ， 一 个 在 右边 .。 
河 你 这 两 个 三 角形 是 否 有 相同 的 性 质 ， 你 一 定 回 管 是 的 ,再 问 
何以 见得 呢 ， 你 就 会 把 其 中 一 个 移动 至 另 一 个 的 位 置 上 并 人 馈 它 
们 完全 重合 ， 以 此 来 证 实 你 的 结论 . 

这 里 有 两 个 问题 值得 思考 ， 第 一 ， 三 角形 所 在 的 位 置 我 们 
并 不 关心 ， 也 就 是 说 图 形 的 位 置 这 一 属性 ， 我 们 并 不 研究 。 第 
二 ， 图 形 必 须 在 移动 的 过 程 中 保持 某 些 性 质 不 变 ， 而 几何 学 所 
要 研究 的 正 是 这 此 性 质 ， 


ss 12 。 


德国 著名 数学 家 克 药 因 (Kiein,1849 一 1925? 在 1872 年 的 一 
次 演说 中 提出 了 一 个 重要 观点 。 那 就 是 ， 每 种 几何 都 由 一 种 变 
换 群 证 刻 划 ， 并 且 每 种 几何 所 要 做 的 实际 上 就 是 研究 图 形 在 这 
种 变换 下 的 不 变性 质 . 

克 莱 葛 的 这 一 基本 观点 后 来 以 性 尔 兰 根 网 领 (Erlangen 
Programm7y 记 名 于 世 ， 

接 照 克 莱 因 前 这 一 观点 ， 我 们 在 中 学 里 所 学 习 的 几何 《 欧 
天 几何 ) 是 刚 栖 运动 (变换 ) 刻 划 的 几何 ， 它 要 研究 的 是 图 形 在 
刚体 运动 下 的 那些 性 质 ,这 里 所 谓 刚 体 运动 是 指 这 样 一 种 运动 ， 
在 运动 中 图 形 中 尾音 两 点 的 相对 中 诊 都 不 变 。 这 样 ， 在 欧 氏 几 
何 中 ， 直 线 眉 的 长 上 度 、 两 线段 的 灾 骨 、 三 角形 的 面积 等 等 都 是 
要 研究 的 图 形 性 质 。 

现在 来 解释 一 下 射 彩 妮 何 ， 

电影 放 肌 袖 的 兴 东 使 银 项 与 电影 胶片 之 则 建立 了 一 种 点 的 
对 应 关系 ， 这 种 对 应 在 数学 上 被 称 为 租 视 投射 。 不 过 数学 上 的 
透视 投射 要 更 加 一 般 , 它 允 许 银 幕 与 胶片 不 平行 的 铺 况 。 这 样 ， 
各 视 投射 作为 两 个 平面 之 问 的 变换 ， 不 仅 改 变 了 图 形 的 大 小 ， 
而 且 改 变 了 它 的 形状 。 一 个 圆周 可 能 被 变 成 一 个 丹 圆 周 。 尽管 
在 选 视 投射 下 轩 形 的 “形象 * 遭 到 了 “ 息 曲 "”， 但 是 它 依 热 保持 了 
图 形 的 某 些 性 质 不 变 。 比 如 它 把 直线 变 成 直线 ， 宜 线 上 四 个 虑 
所 形成 的 四 条 线段 的 交 比 不 变 ， 诸 如 此 类 。 研 究 在 延 视 投射 下 
图 形 的 不 变性 质 的 儿 何 就 叫 射 影 几 何 。 在 射影 几何 里 谈论 三 角 
形 的 面积 及 直 绢 的 夹 角 者 是 没有 意义 的 事 ， 

本 章 所 讨论 的 分 式 线性 谈 换 是 复 球 面 上 的 一 种 变换 。 它 保 
持 任意 四 虚 的 变 比 不 变 ， 把 复 妹 面 上 的 圆周 变 成 加 局 〈 多 许 把 
租 常 的 直线 变 为 四 周 ), 并 且 保 持 丙 相交 轿 弧 的 夹 角 不 变 。 这 类 
变换 实际 上 蓝 划 了 复 球面 上 的 一 种 几何 ， 不 过 我 们 没有 给 它 起 . 


a 3 


一 个 专用 名 字 黑 了 

分 式 线性 变换 群 的 一 个 子 群 在 单位 园 内 的 作用 恰好 相当 于 
双 曲 非 歌 几何 的 出 体 运 动 〈 这 一 点 将 在 下 一 章 中 得 到 基色 的 解 
狂 ) .这 便 是 为 什么 在 讲 非 欧 几 何 之 前 讲 分 式 线性 变换 的 原因 ， 


$45 麦 比 乌 斯 变换 


我 们 把 复 球 面 上 的 一 个 变换 写成 函 狼 形 式 ，Ww==f(z)。 这 
里 w 是 点 :在 变换 7 下 的 像 。 有 时 我 们 也 写成 ，zr>1(z)7， 这 个 意 
思 是 说 点 z 对 应 到 点 1(z2)， 两 种 写法 意思 是 一 样 的 ， 


汉 球 而 全 上 的 一 个 变换 w 二 (2) 被 称 作 麦 比 乌 斯 变 换 ， 如 
果 它 是 滥 球 画 忆 上 的 一 个 一 一 变换 和 映 满 变换 ， 且 保持 任意 站 


点 的 交 比 不 变 ， 也 即 对 主任 意 不 同 的 四 点 ziyzayzsyziE 人 总 
有 
F2192212a124 =/ (C2) f(z) fasy sf ta 
还 是 先 举 几 个 具 钵 例子 取 。 
Ci) 平移 变换 ，zH->z+a， 这 里 cE 不 是 一 个 常数 ， 
根据 $3 中 的 (3.1) 式 ， 它 是 一 
个 亡 比 乌 斯 变换 。 2 
复 激 加 法 的 几何 意 义 告诉 我 1 
们 ， 这 个 变换 把 复 平面 CC 上 的 每 一 1 
点 z 沿 着 一 个 固定 方向 平行 移动 了 7/ a 
一 个 固定 距离 loj， 这 个 方向 就 是 
与 复 沁 (代表 的 方向 平行 的 方 沿 。 
训 图 1 一 5,1， 图 二 一 5 和 


oO 


» 


平移 变换 在 复 球面 上 保持 无 穷 远 点 ce 不 变 ， 

《ii) 相 伺 变换 ，zh 一 "pz， 其 中 p>0 是 一 个 实数 。 

很 明显 这 个 变 接 把 忆 中 的 每 个 点 到 原点 的 距离 放大 到 P 售 
《po<1 晤 是 缩小 到 p 倍 ) 并 保持 复数 的 辑 角 不 变 。 此 外 ， 它 也 把 
ce 迹 成 cc。 

《3.2)》 焉 告诉 我 们 相公 变换 是 才 比 乌 斯 变换 。 

《 往 访 旋转 变 接 ，z 广 >ei?z， 其 年 8E 枉 是 一 个 固定 数 . 

eta 
pz 


图 1 一 -53.2 图 1 一 $5.3 


显然 ， 和 再 次 应 用 (3.2)》 式 可 知 这 也 是 一 个 者 比 乌 斯 变换 。 
它 的 几何 意义 是 把 和 上 每 点 凡 原 虑 为 中 心 旋 转 8 衣 ， 并 且 保持 
无 穷 远 点 co 不 动 。 

《iv 倒数 变 换 ，zF>T7z 

根据 (3.4) 它 是 麦 比 乌 斯 变换 。 

它 的 几何 意 闵 并 不 如 前 曾 三 个 那样 一 月 了 热 ， 首 先 容易 看 
出 它 把 原点 变 为 无 穷 远 点 ， 并 把 无 穷 远 点 变 成 原点 。 其 次 ， 不 
难看 出 它 在 单位 图 周 ( 即 以 原点 为 必 、 凡 1 为 半径 的 圆周) 上 把 
点 z 变 成 它 的 共 辆 点 =z 。 这 是 因为 单位 图 周 上 的 点 ?2， 都 满足 方 
程 ，z>.z 一 1， 即 有 2 一 1/z。 

设 C 是 任意 一 个 圆周 ， 其 方 垂 为 

了 * 


C2z 二 及 2z+ 有 zz +? 一 0 
CID，CyE 可 ,ayY<| 且 | ， 
假如 CC 经 过 原点 z= 二 0， 那 么 Y=0。 假如 C 不 经 过 原 点 z 一 0， 则 
?三 0。 这 个 圆周 C 经 过 倒数 变换 w= 1/z 之 后 变 成 
C’, Yww + Bw + Bw +a=0, 
因此 ， 当 CC 经 过 原点 时 ，C 的 像 C' 是 一 条 直线 。 而 当 C 不 经 过 
原点 时 ，C "是 一 个 通常 的 贺 周 ,并 且 C' 不 经 过 原 厂 《注意 
uA0), | 
由 此 可 见 ， 倒 数 变换 把 通过 原点 的 贺 周 蛮 成 直线 ， 把 不 通 
过 原点 的 圆周 仍 变 成 不 御 过 原 扎 的 圆周 。 
练 河 1 试 证 明 个 数 变 接 把 不 经 过 原 上 世 的 直 并 变 成 经 过 原 
号 的 加 局 。 
练习 2 局 数 变 换 把 经 过 原点 的 直线 变 成 什么 ? 
前 三 种 变换 不 用 复数 描述 也 是 可 以 的 ,但 是 第 iv 种 变换 车 
不 用 复数 措 述 就 变 得 十 分 麻烦 ， 
表达 式 十 分 简单 的 一 个 复数 变换 ，>H-> 1/z 竟 有 这 么 在 窗 
的 几何 因 容 ， 这 司 我 们 不 能 不 感叹 复数 在 几何 中 的 巨大 意义 ， 
现在 我 们 来 给 出 麦 比 乌 斯 变换 的 一 般 表 达 式 ， 
设 w= fz) 是 一 个 袁 比 乌 斯 变换 。 取 Wi = 0,ws 二 1]1Ws 
二 co。 根据 f 藤 映 满 性 可 知 ， 序 在 三 个 点 2 ,zs3za， 合 得 
Wi=f(21), Woe=/(2), Wa=/ (28), 
又 出 /的 一 一 性 可 知 ,z1,z:，?s 是 三 个 不 同 的 感 ， 背 由 宕 比 乌 斯 
蛮 换 的 定义 ,又 推出 对 于 任意 一 点 zE CC (不同 于 z1;z2323) 都 有 
[ziyzxsy 2sy 2 1]=[0;1;0, WwW], 《5 .1 7) 
假设 zyziyzs 中 没有 c。 这 时 ， 我 们 有 


{21— a) (22— 2)_ 1—-w 
(2a) (2 ~ 2) 一 


s Jf * 


从 这 里 解 出 w 邑 答 
证 ! 一 之 
Wo ATA AZ (5 .2 
其 中 如 一 Fziyzafza]。 
假设 z, = 0， 这 玩 从 (5. 1 有 
2 1—w 


| 


2 一己 一 协 


从 这 时 和解 出 Ww 又 得 到 


41- 一世 
元 二 去 《5.3) 


红 习 3 证 明 当 zi 一 co 时 


mr 


= 2 (5.4) 
当 2?, 一 co 也 ， 
祥 一 2 , {65.5 
由 此 看 出 ， 不 论 是 名 种 情况 ， 考 比 乌 斯 变换 w= 拨 z) 总 可 
以 写成 下 列 形式 ， 
= 22 (5.6) 


其 中 4,b,c,d 是 忆 中 的 四 个 数 ， 
kk” TEA 和 


££ ~ 


这 里 自然 要 问 一 个 问题 ， 尾 意 一 个 形 如 (5.6)》 的 变换 是 否 
是 麦 比 咏 斯 变换 ? 回 管 是 肯定 的 ， 内 要 ad -bc 二 0。 下 面 就 来 证 
明 这 一 点 。 

若 复 球 区 上 有 两 个 变换 ，w=fC2) 下 5=90w)， 则 先 作 变 
换 / 再 作 变换 9 的 复 台 变换 记 作 ga"7 或 5=5CFCz))。 

假若 1 与 9 都 是 麦 比 乌 斯 变换 ， 则 其 复合 变换 9of 也 是 考 比 
乌 斯 蛮 换 。 这 是 显而易见 的 . 

任何 一 个 形 如 (5.6) 式 的 变换 总 可 写成 平移 .旋转 、 相 人 忆 、 
倒数 四 种 变换 之 适当 复合 ， 和 条件 是 ad 一 pc 关 0。 

事实 上 ， 潜 6 =0， 则 d 关 0。 这 附 (5.6) 式 可 写成 


w=Az+B (4=3， B -3). 


当 5 天 0 附 ，(5.6) 式 可 写成 


县 ad 
多 一 个 十 让 (A=— 


od 
， B=(bc ~- ady/c', C= ), 


根据 这 些 式 子 便 很 容易 把 这 个 变换 写成 上 述 四 种 变换 的 复合 ， 
请 读者 自行 完成 这 一 步骤 ， 

我 们 已 经 知道 了 四 种 变换 是 址 比 乌 斯 变换 ， 这 祥 它 们 的 伍 
何 次 序 的 复合 变换 也 是 孝 比 钮 斯 变换 。 因 此 ， 当 ad - pc 关 0， 分 
式 线性 变换 (5.6) 是 才 比 乌 斯 变换 。 

总 之 ， 我 们 证 明了 


定理 5,1 和 企 何 一 个 才 比 乌 斯 变换 都 是 一 个 分 式 线性 变换 : 


_ gz+h 


一 y 
多 一 下 tad— bc@zz0Y, 


反之 亦 然 。 


定理 5.2? 任何 一 个 麦 比 乌 斯 变换 都 可 写成 平移 变换 ,相似 
变换 、 旋 转变 换 及 倒数 变换 之 复合 。 

今后 我 们 把 麦 出 包 斯 变换 称 为 分 式 线性 变换 ， 并 悍 定 今后 
见 混 到 分 式 线性 变换 时 总 意味 着 满足 系数 条 件 cd - pc 关 0。 


$6 保 园 性 


分 式 线性 变换 的 一 个 时 要 性 质 就 是 把 复 球面 各 上 的 圆周 变 
成 轴 周 。 这 一 性 质 称 为 分 式 线性 变换 的 保 轩 性。 

要 证 其 这 .一 性 质 至 少 有 两 个 途径 。 因 为 每 个 分 式 线性 变换 
都 可 以 分 解 为 平移 、 相 似 、 旋 转 及 倒数 变换 的 复合 ， 所 以 只 要 
说 明 这 四 种 变换 具有 保 园 性 就 是 够 了 ,上 节 中 已 经 证 明了 倒数 
灾 换 在 复 球 面 忆 上 的 保 辕 性 ， 而 其 它 三 种 变换 的 保 轩 性 在 直观 
上 是 显然 的 因此， 分 式 线性 灾 换 的 保 贺 性 是 容易 接受 的 。 证 
明 分 式 线性 变换 的 保 圆 性 的 另 一 途径 是 利用 交 比 。 分 式 线性 变 
换 保 持 交 比 不 恋 ， 这 就 推出 在 复 妹 面 人 上 的 任意 共 圆 的 四 点 ， 
经 分 式 线 性 变换 后 其 像 一 定 也 共 圆 。 出 此 推出 保罗 性 。 下 面 的 
定理 就 是 这 样 征 明 的 ， 


定理 6.1 分 式 线 性 变换 把 复 球 面 人 上 的 任意 一 个 图 周 谈 


成 回 周 ， 、 
证 设 w=/(z) 是 一 个 分 式 线 祭 变换 ， 又 设 C 是 CC 上 任意 
圆周 ，C" = CC) 是 它 的 像 ,@ 要 证 明 C/ 也 是 复 玉 而 上 的 一 个 加 


局 。 


名 ”记号 天 C) 是 滴 官 是 志 在 变 换 了 下 的 起 集 合 。 


在 C 上 任意 取 定 三 个 点 zlyzzyzs， 并 在 C 上 考 弄 一 个 动 馈 
(不 取 ziyzsy2s)。 记 :一 乒 z17， 如 一 上 帮 2279W5 一 天 2 则 
有 [ziyzsf 28 2 一 [Wiywsr wsy 上 六 7)]。 等 式 左边 是 实数 , 故 
其 右边 也 是 实数 ， 这 样 ， 点 fC2) 便 在 WwW, ,ws,w; 所 确定 的 加 轩 
上 。 设 C 是 w1,ws,w。 所 决定 的 图 周 ， 上 述 结论 表明 C 一 fC) 
CC, 现在 只 要 证 明 CC? 就 舰 了 . 设 三 :是 1 的 道 变换 ， 则 它 
也 是 一 个 分 式 线性 变换 。 用 广 : 赵 代 / 并 再 次 应 用 已 证 的 结论 就 
有 f°1(C) 呈 C。 于 是 ，CCfCC)=C'。 证 毕 。 


$7 圆 弧 的 交角 一 一 再 论 交 比 的 几何 意义 


显然 ， 分 式 线性 变换 把 相交 的 圆周 变 成 粗 交 的 图 局。 人们 
自然 要 问 ， 在 交 虚 处 的 交角 是 否 变 化 ? 

要 加 答 这 个 问题 首先 得 定义 什 么 是 两 个 相交 加 弧 之 交 前 、 

复 球面 上 尾 意 两 个 相交 的 圆周 C, 与 C;: 具 有 下 述 四 种 丙 
能 的 情况 : 

《i 帮 交 仅 一 点 zuoEe, 这 时 Ci 与 C: 是 两 个 相 切 的 普通 圆周 
或 者 是 相 切 的 家 级 与 圆周 

(ii 相交 仅 一 点 zo= ceo。 这 时 C 与 C* 是 两 条 平 行 的 直线 

《iiy 相 辫 于 两 点 2 与?z，21 与 zs 全 是 有 穷 局 ; 

Civ) 煌 交 于 两 点 21 与 2，%1 与 ?2: 之 中 有 一 局 十 0， 这 鹿 忆 ) 
与 CC 是 两 相交 的 直线 . 

对 于 (i) 与 (i 这) 两 种 情况 ， 我 们 统称 为 C1 与 C: 相 切 于 成 zo， 
这 就 是 说 ， 两 条 平行 的 直线 被 称 为 相 雪 于 %， 

相 切 或 相交 于 % 时 ， 我 们 不 活 虑 在 吕 处 的 交角 。 我 们 只 害 
义 有 穷 的 切 点 或 交 咸 处 的 交角 。 


a 2 +* 


设 zuE 克 是 号 CC 的 切 点 ,又 设 S CC 与 SzCC: 是 久 2zo 为 
公共 问 虚 的 两 条 就 (这 里 说 弧 ， 实 际 上 包括 直线 自 ) 。 为 了 定义 
Si: 与 S: 在 zo 虑 的 夹 前 ， 我 们 自 zo 点 按照 引 的 方向 作 C 的 一 条 切 
间 量 ,ji 一 1,2。( 直 线段 的 切线 就 是 它 本 身 ,) 车 + 与 1; 的 方向 
相同 ， 山 定义 S ,与 S: 的 夹 角 为 零 。 若 所 与 a 的 方向 相反 ， 则 定 


只 S :与 Ss 的 淆 前 汶 严 。 
ty ts 
i < 
tz 


tr 
性 
图 1 一 了 .1 


设 z1 EC 是 C, 与 C: 的 交点 【不 是 女 虑 )。 叉 设 5， CC 与 3。 
cC), 是 竺 意 疆 定 能 以 2 为 公共 端点 的 两 条 红 。 像 上 面 一 样 考 感 
再 条 切 岗 量 匡 与 1。 我 们 定义 1 与 #a 之 间 所 夹 的 劣 角 8 为 S51 与 
5 ,在 =, 处 的 交角 ， 并 规定 当 1a 以 z, 为 心 在 劣 角 内 旋转 至 媚 的 位 
置 上 时 ， 旋 转 方 向 为 道 附 针 方 向 珊 6 取 正 值 ， 否 则 6 取 负 值 ， 


用 什么 量 来 描述 两 个 相交 弧 的 交角 昵 ?我 们 又 想到 了 交 比 ， 
我 们 有 下 列 引 理 ， 


引 再 ?7.i 设 C 与 C: 相 交 末 2 与 zs， 其 中 2z1 是 有 穷 点 。 又 
设 SCCi 与 8S:Cs* 是 任意 给 定 的 以 zl: 为 疯 点 的 两 条 强 。， 册 $， 
与 5 在 z1 灶 的 交角 
G0=arg[21322] Cea, 
其 中 6 与 5: 分 别 是 $1 与 9 的 另 一 个 端点 ( 即 非 z; 的 端 碟 ). 
证 当 z,= 吕 的 ，C1 与 C; 填 两 条 琴 线 ， 且 


[zz Cust = 5 i 
根据 我 们 对 两 个 相交 驱 的 交角 的 定 “i 了 _。 
义 到 复数 除法 的 几何 意 兴 ， 这 时 引 Se sz ts 
理 最 航 戌 立 ， 见 医 1 一 7.3. 图 上 -7.3 


允 于 zs 夭 oo 的 情况 ，C 与 和 :> 苛 能 都 是 通常 的 图 周 ， 也 可 
能 一 个 是 通常 的 加 周 ， 另 一 个 是 前 钱 。 这 里 我 们 只 讨论 两 个 都 
是 圆周 的 请 形 。 至 也 后 一 种 情形 ， 证 明 鞠 似 并 比 前 一 种 储 形 更 
简单 ， 故 留 给 读者 和 客 玖 。 
设 C1 与 C; 都 是 通常 的 圆周 ， 令 
p= |[21223611|, 8; arB[ 2 zs30] 
其 中 j= 二 1,2。 这 车 ， 我 们 有 
[za (7.1) 
Pe 与 3s 蓝 在 z: 与 za 的 连 钱 的 同人 出， 则 6: 与 6: 辐 号 。 和 次 出 9 与 
0, 异 号 。 图 1 一 7.4(a) 与 (b) 分 别家 示 了 这 两 种 情况 . 
这 两 种 情况 的 讨论 党 全 类 假 ， 我 们 只 讨论 8, 与 9; 同 号 的 情 
况 而 团 去 它们 异 号 的 情 襄 。 
当 D 与 9: 同 导 所 ，|8i 6:|< 赤 《因为 13: | 与 jsj 的 人知 一 


@ 27 


个 都 个 于 x }。 故 根据 我 们 对 arg 取 植 范围 的 约定 及 (7 .1 式 ,我 
们 有 


转 1 一 7.4 


arg[ zl zs S152] = — 8, (7.2) 
念 0 是 $: 与 9 在 zi: 处 的 夹 理 。 根 换 平 面 几 和 何 中 国 周刊 等 于 对 应 
的 营 切 角 这 一 定理 ， 不 难 证 明 

1 一 2 一 0s1。 
注意 到 我 们 对 圆 邦 夹 角 的 符号 的 约定 ， 简 用 图 形 并 区 别 b5 与 8。 
都 是 正 的 和 8: 与 6 都 是 负 的 情况 ， 可 以 分 别 验 证 

0=08, 8,, 《7 .3 
《 注 ， 图 1 一 7.4(8) 仅 通 出 了 81 与 98; 都 是 负 的 且 18,1 半 18; | 的 情 
况 ,这 附 91 6:>>0, 而 fa 旋转 至 + 的 方向 是 着 时 针 的 ， 也 即 9> 
8， 因此 人 7.3) 成 立 。 其它 情况 类 似 验 证 。]) 几 (47 .2? 与 67 .3》 即 
推出 引 理 。 证 上 毕 ， 

这 个 引 理 是 证 明 分 式 线性 变换 保 角 性 的 基础 。 
通常 分 式 绥 性 变换 的 保 角 性 是 基于 和 解析 泪 数 论证 明 的 。 现 
在 月 了 这 个 引 理 就 可 以 省 去 高 等 数学 的 理论 而 得 到 一 个 完全 守 
等 的 证 明 ， 
n 723. 


这 个 引 理 还 有 其 独立 的 意义 。 它 给 我 们 进一步 解释 了 交汇 
的 几何 意义 ， 

设 61,53321;2s 是 复 球 面 上 任意 不 共同 的 四 上 碟 ，21 才 3, 过 
E192192s 玻 5s，Z21922 分 别 作 图 周 C 与 C，。 这 附 交 比 [z1,2s， 
*:，52 1 的 辐 角 就 是 C: 与 C: 在 2; 处 的 变 角 .。( 见 定理 8.1 的 注 ) 

前 面 我 们 已 经 知道 ,四 点 共 圆 虹 交 册 的 辐 季 为 0 或 。 更 在 
又 才 充 了 四 点 不 共 贺 疝 交 比 辐 角 的 几何 解释 。 这 样 ， 我 们 兆 交 
比 的 辐 角 的 几何 意 闵 有 了 完整 的 了 饰 ， 

我 们 再 次 看 到 交 比 这 个 十 分 简单 的 量 却 提 供 了 你 多 的 几何 
信息 。 


$8 保 角 性 


有 了 上 节 前 引 理 ， 分 式 线性 变换 的 保 角 性 就 是 十 分 自然 的 
事 了 。 


定理 8.1 设 w= 厌 z) 是 一 个 分 式 银 性 变换 ，C :与 C* 是 性 
童 西 个 相交 的 贺 周 ， 并 且 其 中 一 个 在 穷 交点 的 像 也 是 有 益 点 。 
则 C1; 与 C, 在 该 交 碟 的 交角 等 于 fC1) 与 1(C;) 在 相应 交点 的 交 
角 ， 

注 这 里 我 们 使 用 了 C :与 Cz 的 交角 这 一 和 叙述。 这 是 为 了 
表述 简单 。 实 际 上 只 有 自 交 点 处 在 两 圆周 上 种 取 一 段 度 后 才能 
谈论 其 交角 。 定 理 的 音 思 就 是 保持 弛 的 夹 角 不 变 ， 

还 “ 设 z: 为 :与 Cs 的 有 穷 交 点 , 且 z: 二 A(21) 也 是 有 穷 态 ， 
以 zj 为 端点 在 C1 与 C: 上 种 隘 一段 弧 31 与 3:， 它 们 的 另 一 端 操 
分 别 是 5 与 上 ,又 设 z: 为 已 与 Cs 的 男 一 变 点 。 册 $: 与 :在 zi: 处 


ss 了 


的 变 角 汶 arg[z1, 254361 51。 

设 Ci = fc), 6 = 0) SI=1(5)), j=1,2 21= 
fiz;)。 不 难看 出 ，2! 与 2: 是 C1 与 C; 的 两 个 交 丰 且 E! 与 6; 分 蔓 
是 5S 与 9: 的 端点 ,这 样 91 与 5; 在 z' 处 的 交角 为 arg[z:，zsi1， 
cs], 

分 式 鲁 性 变换 保持 交 比 不 变 ， 放 有 

argt21 2a 601 Cs] —ar gL21s 23 S14 
证 时。 

推论 分 式 线 性 变换 将 两 个 正 交 的 图 周 变 成 正 交 的 圈 周 ， 

练习 题 设 zo 羡 单位 园 0={z，1z|<<1} 内 前 性 证 一 点 , 试 
证 明 分 式 线 性 变 撞 

w= 2. 
一 31 之 
翌 持 单位 区 周 不 变 ， 且 把 与 单位 园 周 正 交 的 较 周 变 成 与 草 住 图 
周正 交 的 圆周 。 

提示 ， 为 了 证 明 上 述 谈 摘 保 持 单位 网 周 不 实 ， 阁 当 证 明 ， 
当 2 在 单 性 图 周 上 时 ， 


一 一 jy 《8 .12 


而 这 一 点 可 由 2 二 1/z 推 出 ， 


§ 9 对称 与 反 演 


在 平面 上 一 点 关于 直线 的 对 获 这 荐 大 家 革 染 天 的 ， 现在 我 
们 来 研究 关于 加 周 的 对 称 ， 
» 25 « 


设 C 是 一 个 轿 同 ， 中 心 为 zeo， 半径 先 r。 对 于 任意 一 点 2z 关 
2uy 我 们 考 三 目 z" 出 发 的 并 通过 z 点 的 半 和 前线 1。 定 义 扎 2 关于 图 
局 & 的 柯 称 点 2 关 是 1 上 的 这 样 一 点 ， 它 满足 

| 了 一 0 12 一 《3 .13》 
此 外， 我 们 约定 zo 的 对 称 点 23= 二 0， 而 吕 的 对 称 点 为 2，，。 
显然 ， 若 点 = 关于 C 的 对 称 虚 为 xz*， 则 z* 关 于 CC 的 对 称 态 为 


读 省 或 许 会 疑惑 ， 为 什么 要 这 样 来 定义 对 称 呢 ? 

的 确 ， 闫 于 直线 的 对 称 是 再 自然 不 过 了 。 而 现在 这 种 关 池 
通 周 的 对 称 伺 乎 带 有 相当 大 的 人 为 性 . 

其 实 ， 现 在 定义 的 这 种 关于 圆周 的 尘 称 是 关于 直线 对 称 的 
一 种 推广 ， 它 们 的 许多 基本 性 质 是 相同 的 ， 

现在 我 们 先 对 关于 圆周 对 称 的 性 奈 作 成 基体 了 解 : 祖 据 定 
尺 ， 当 zEC 了 H， 则 2* = 二 z。 当 z 在 C 的 内 部 语 ，z* 在 C 的 外 部 , 另 
外 ，z 与 2 的 连 线 与 C 垂 直 。 记 有 这 些 性 质询 与 关 村 真 线 商 称 的 
情 训 类 做 。 

对 称 实 际 上 是 一 种 变换 ， 即 把 点 z 对 应 到 它 的 对 称 点 2*。 
关于 直线 的 对 称 变 换 是 保持 距离 的 ， 也 即 


lz1 一 zz =|121— 2:| 


这 样 ， 关 于 直线 的 对 称 变换 保持 了 图 形 的 大 小 。 但 是 ， 关 于 图 
周 对 称 这 一 条 不 成 立 。 在 作 关 于 圆周 对 称 变换 了 时， 图 形 的 大 小 
与 形状 都 遭 到 破坏 、 如 果 说 ， 关 于 直线 的 对 称 变换 是 照 镜子 的 
话 ， 那 么 关于 圆周 的 对 称 变 换 就 是 照 哈哈 错 了 ,《 注 ， 这 只 是 一 
个 比喻 。 我 们 的 上 述 定义 并 不 符合 照 圆 面 镜 光 学 愿 理 的 要 求 .) 

尽管 如 此 ， 关 于 直线 的 对 称 与 关于 圆周 的 对 称 在 下 述 特征 
性 质 上 是 一 致 的 ， 设 =* 是 点 > 关于 天 周 C( 直 组 已 的 对 称 点 ， 且 
入 =， 则 过 2* 与 4 的 任意 一 个 国 周 或 直线 均 各 让 于 C( 或 芒 , 这 
一 性 质 在 揽 妹 面 上 可 用 统一 的 语言 叙述 。 


(ay «by 
图 1 一 9.2 


定理 9.1 设 C 是 复 球面 CC 上 的 一 个 贺 周 。 又 设 z* 是 点 z 关 
守 C 的 对 称 点 ， 且 z* 关 z。 册 过 z 与 2* 的 任 章 一 个 圆周 均 与 C 正 
交 . 

证 “我 们 只 对 C 是 通常 图 周 而 z 与 z# 均 不 是 图 心 的 情况 加 
以 证 明 就 足够 了 。 其 它 情 况 定理 结论 显然 成 立 ， 


3 2Z7 + 


设 5 的 半径 为 r， 园 心 为 zo，2 夫 2z0yz 天 26。 双 讽 C 是 过 z 
与 ?的 任意 一 个 圆周 ， 交 世 于 成 51 与 $5。 这 样 ， 
le -20) =r*=|z~ 20|* | sz 一 |。 
根据 平面 几何 的 定理 ， 这 表明 z, 到 5 的 连 线 与 C: 相 切 。 但 此 连 
线 是 C 的 半径 ,于 是 C 与 C1 在 1 处 正 交 。 同 理 ，C 与 0, 在 6 处 也 
正 交 。 证 毕 ， 


定理 9.2 ” 设 C 是 复 球面 C 上 的 一 个 圆周 。 又 设 2* 是 点 2 美 
于 C 的 对 称 点 ， 且 2z* 关 2z。 刚 过 z 的 是 与 C 正 交 的 图 周 一定 通过 


-2 


证 明 与 上 定理 类 似 。 

现在 我 们 看 到 关于 直线 对 称 与 关于 画 周 对 称 是 可 以 统一 的 
了 。 这 种 统一 性 除了 上 吏 的 两 个 定理 之 外 ,还 可 以 从 z 与 2* 所 洲 
足 的 方程 式 看 尖 ， 

设 2# 是 点 z 尝 于 圆周 C= 一 12zE 下 12z- 2zo| 一 上 的 对 称 后 。 册 
它们 应 满足 方程 ;1z2 一 201*1z* 一 20| 一。 注意 到 zy,z*，so 在 同 
一 线 眉 上 ， 故 有 

{CFT—20) 《2 一 2 一 站 
也 即 
2 2 — 202* 202+ 20lt—r?:=0, 
上 述 方 短 两 端 同 雪 久 实数 & 关 0， 漠 令 B= 一 azo, Y=&@ (|z0)” 
一经) 则 有 
zt Ba++ B22tY=0, 9.2 
zy RB, orc Bl’, 

设 I 是 一 条 直线 ， 其 方 种 式 为 8z+86 z+Y=0,7E 奸 ，6 

关 0。 若 2 是 点 z 治 了 池 工 的 其 称 点 ， 则 = 与 2 满足 
pat+ 站 二 十 了 一 0 (C9,3) 


rE RB 大 0, 
此 式 证 明 留 给 读者 。 由 (9.2) 及 (9.3) 立 即 推出 。 


定理 9.3 ” 设 C 是 复 球 面 公 上 的 一 个 国 周 ， 其 方程 为 
Qaz22+ Pz+B2 TY 一 0， 《9 ,47 
rE Rar | 有 2 
藻 z* 是 点 2 关于 C 的 对 称 点 ， 则 z 与 2* 满 足 方程 
zt z+ Bat+ Bz+?=0, 
这 就 是 说 ,只 要 将 原 方 程 中 的 z 换 成 z*, 而 z 不 动 ， 就 得 到 
> 与 2# 所 满足 的 方程 ， 
在 复 球 商 C 工 取 定 一 个 圆周 C。 用 z* 表 示 点 z 关 于 C 的 对 称 ， 
点 ， 变 换 z! 一 > 2* 称 为 对 称 变换 或 反 演 变换 ， 
根据 定理 9. 3, 阁 C 的 方程 为 (9. 4)， 则 关于 C 的 反 演 变换 有 
下 列表 达 式 ， 
Bz+? 


zz 十 月 


用 这 个 表达 式 中 可 以 看 出 反 演变 换 是 一 个 分 式 线 性 变换 的 
共 轿 。 令 


2Z* 一 一 


(Ca,YE RR, oY)B|I:Y (9.5) 


Bz+Y 


w= f(z) = -i 


那么 ，z*=/(2).。 
旭 用 分 起 线性 变换 的 保 交 比 性 ， 并 注意 交 比 的 性 质 (3 .3)， 
我 们 就 得 到 反 演 变换 把 任意 四 点 的 交 此 变 成 它 的 共 思 ， 
[zl1yz3 52 一 [L2122 28924.|. 
由 此 推出 ， 反 演变 换 将 复 球面 上 的 国 周 变 成 圆周 。 
六 可 推出 ， 到 浓 变 换 保 持 相 奖 图 红 的 夹 角 绝 苛 导 不 变 但 符 


s 六 人 


号 相反 。 

可 驳 ， 尽 管 反 演变 换 将 图 形 的 形状 与 天 小 都 有 相当 变化 ， 
但 设 有 过 大 的 扭曲 。 一 个 圆 验 的 纺 了 于 在 这 个 "哈哈镜 " 里 仍 是 图 
脸 的 ， 

最 后 ， 我 们 指出 任何 一 个 分 式 线 性 变换 都 可 写成 偶数 个 区 
演变 换 的 复合 ( 见 本 章 末 习题 )， 


8 10 分 式 线性 变换 的 保 对 称 性 


由 分 式 线性 变换 的 保 圆 性 及 保 角 性 立即 推出 它 的 保 对 称 
. 性 。 


定理 10.1 设 风 = 大 拉 是 一 个 分 式 线性 变换 。 县 设 忆 是 复 
球面 上 的 一 个 圆周 ，2; 是 点 zo 关于 C 的 对 称 点 。 则 点 w3 = 
fz?) 是 点 Wo = 了 260) 关于 ACC} 的 对 称 感 ，。 

粗 糖 一 点 说 ,分 式 线 性 变换 把 两 个 对 称 点 变 成 两 个 对 称 感 ， 
不 过 不 是 交 于 同一 个 圆周 ， 这 一 点 请 注 次 。 

证 ” 设 C: 是 通过 > 与 z? 的 任意 一 个 贺 周 ， 则 Co 与 志 正 诡 。. 
到 由 /的 保 园 性 及 保 衣 性 可 知 ，fCC1) 与 1CC) 是 商 正 交 的 图 周 ， 
目 1(C1) 通 过 Wo 与 Ww;， 下 取 C; 是 通过 2z4 与 2* 的 男 一 个 图 周 , 划 
fCs) 与 1C) 正 交 ， 且 fCC:) 也 通过 Wo 与 wi 根据 定 理 9.,2， 
”过 ws 的 任意 一 个 与 1CO) 正 交 的 轿 周 必 过 ,的 对 称 尽 ， 那 么 WwW， 
关于 fCC) 的 对 称 点 米 在 1CC1) 与 1(C3) 之 上 ， 这 只 有 是 wi。 证 
毕 。 


§ 11 分 式 线 性 变换 的 分 类 


到 目前 为 止 ， 我 们 对 分 式 线性 变换 的 了 解 仍 是 不 具体 的 。 
要 想得到 更 进一步 的 具体 了 解 ， 这 只 有 分 类 加 以 说 明 ， 
。 设 w=/() 是 一 个 分 式 线性 变换 。 才 点 zo 全 使 得 f(z0) 
ys 则 称 ze 是 7 的 一 个 不 动 点 ， 

在 平移 变换 中 无 穷 远 点 co 是 唯一 不 动 点 。 在 相似 变换 与 旋 
转变 换 中 0 与 co 都 是 不 动 点 


练习 1 由 分 式 线性 变 接 保持 交 比 不 变 推 出 ， 著 f 有 三 个 不 
动 点 ， 则 /是 恒 等 变换 ， 也 即 大 zz) 三 z。 


可 见 ， 非 伍 等 的 分 式 线性 变换 至 多 有 两 个 不 动 点 。 

车 圆周 C 在 /的 变换 下 不 变 ， 也 即 1(C)=C， 划 称 C 为 f 的 
不 变故 周 。 注 意 :C 是 1 的 不 变 回 周 并 不 意味 着 它 上 面 的 每 点 不 
变 ， 只 是 作为 集合 不 变 。 

相似 变换 的 不 变 回 周 是 通过 原点 的 任意 一 条 直线 ， 旋转 变 
换 的 不 变 加 周 是 以 原点 为 心 的 回 周 . 


练习 2 平 禾 变换 2 一 >2+I 的 不 变 园 周 是 满足 方程 
(名 =+t 24Y=0, YE 可 
的 直线 。 这 个 方程 所 代表 的 直线 实际 上 是 平行 于 ! 所 表示 的 向 
本 的 直线 。 


为 了 研究 分 式 线性 变换 的 几何 特征 ， 我 们 须要 引入 共犯 变 
" 3] 。 


换 的 概念 。 设 w=f(2) 是 一 个 分 式 线性 变换 。 又 设 6 二 hh (zy 是 
勇 一 个 分 式 线性 变换 。 现 在, 我们 政 把 变换 > 一 > 1(2) 用 5 表示 。 
设 “表示 j# 的 道 变 换 ， 那 么 z=R IC， 变换 zl 一 > 1(z) 肥 可 滞 
成 ， 丰 CH 一 > 六 天 -27 也 即 

E> hf R10 ), 
复合 变换 hefoh ! 称 为 1 的 共 辆 变换 。 

车 2 是 j 的 不 动 所， 则 夫 斩 变 换 g9 一 hejf op 1 以 一 了 zs 为 
不 动 点 。 反 过 来 ， 著 5 是 g 的 不 动 点 , 刚 z 一 PR io 是 /的 不 动 
后。 由 此 可 见 ，j 与 其 共 绝 变换 有 相同 个 数 的 不 动 点 ， 

对 隆 # 的 不 变 圆 周 也 有 类 似 的 结论 。 

设 %= 失 2 是 一 个 非 便 等 变换 且 只 有 一 个 不 动 点 zs. 取 P 是 
这 样 一 个 变换 ， 它 把 z* 变 为 co。 这 时 9g=jofop 1 是 一 个 非 恒 等 
谈 换 且 只 有 一 个 不 动 点 co。 

设 gt = Ca5 /cE qd) (ad 一 ac 基 07。gfooc)=oo 意 味 
着 ce=0， 世 即 g061 = (ee + bya, 


练习 3 g(tE)=A5b+B 若 及 有 一 个 不 动 点 OO， 草 太守 1，B 才 


这 样 ，9CEy =5+1C=b/d 竹 仆 ) 即 1 共 思 q 于 一 个 平移 变 搁 ， 
我 们 已 经 知道 ，9 的 不 变 图 局 基 一 族 平 行 直 线 ( 在 复 球 面 上 君 是 
一 族 切 于 元 突 远 点 的 图 周 )。 因 此 ， 这 族 平 行 直线 在 后! 下 的 惊 
就 是 1 的 不 变 国 周 族 。 显 然 ，1 的 这 一 不 变 回 周 族 是 由 切 于 z, 的 
一 族 圆 周 组 成 。 

图 1 一 11.1(a) 与 人 ?分 别 画 出 9 与 1 的 不 变 画 周 族 《〈 实 线 )。 
其 中 的 炭 线 图 局 族 是 竺 直 于 不 变 国 周 族 的 图 周 族 。 在 9 或 /的 作 
用 下 ， 实 钱 贺 周 不 变 ， 面 虚线 圆周 从 一 个 谈 成 另 一 个 。 


< 3 了 2 


只 有 一 个 不 动 记 的 分 吏 线 性 讼 换 被 于 六 和 于 这 六 ， 


图 1 一 11:1 


的 图 周 族 、 

钢 在 讨论 有 两 个 不 动 点 的 分 式 线性 变换 ， 没 w=f(2) 是 从 
有 两 个 不 动 点 的 分 式 线性 变换 ，z; 与 z; 为 其 不 动 点 。 这 于 取 己 
是 一 个 分 式 线 性 变换 ，k(21) 一 0，h(z;)==o2。 我们 考 奸 共 老 
变 挤 9 二 hofch 1。 则 2 以 0 与 co 为 不 动 虚 。 这 前 9 只 有 下 列 形式 ， 
Bt 一 AT1， 和 否则 9 是 全 等 变换 ) . 

车 4 是 一 个 正 实数 ,也 即 / 共 锯 于 相似 变换 , 则 称 f 是 双 曲 型 
变换 。 若 所 =e (6 天 28FR 为 整数 )， 也 也 即 1 共 痪 了 一 个 溪 转 变 


书 中 将 不 涉及 但 驶 型 变 换 ， 故 不 讨论 它 ， 

当 / 是 双阳 型 变换 时 ,9 是 相似 变换 。 和 任何 一 个 通过 g 的 不 动 

点 ( 即 0 与 co 的 加 周 都 是 4 的 不 变 冰 周 。 因 此 ， 还 过 /的 不 动 点 
mn 曾子 。 


:与 :的 任意 一 个 画 周 都 是 # 的 不 恋 圆 周 。 
图 1 一 11.2Ka) 与 人 b) 分 别 画册 了 9 与 /的 不 变 画 局 族 ,其 中 娩 


国 芋 一 1 


国 1 一 i1.3 


=。 3 了 4 ， 


组 贺 周 族 刁 前面 意义 相同 。 

当 f 是 网 甬 型 变换 阿 ，9 是 旋转 变换 。 像 前 面 一 样 ， 可 以 出 
芍 不 变 圆 周 族 5 以 原点 为 心 的 圆周 族 )? 决 定 ! 的 不 变 画 局 族 。 注 
意 到 9g 的 两 个 不 动 点 ( 即 0 与 %) 关 于 其 不 变 贺 周 对 称 , 所 以 1 的 不 
恋 贺 周 岂 使 得 其 不 动 点 相互 对 称 ( 分 式 线 性 变换 保持 对 称 性 )， 
已 图 1 一 11.3，, 

这 样 ， 我 们 对 每 类 分 式 线 变换 有 了 较 具 售 的 了 解 。 作 为 练 ， 
避 ， 庄 读者 惧 倒 数 变 换 汶 例 ， 求 出 它 的 不 动 点 ， 以 及 摊 不 动 成 
灾 为 0 及 co 的 变换 ， 执 后 判断 倒数 变换 的 类 型 。 


可 ”是 


术 书 在 华章 之 末 都 列 出 了 一些 习 是 .它们 难 易 程 度 不 一 ， 但 一 般 说 米 
并 不 十 分 简 单 .所 以 读者 车 -一 时 做 不 出 也 没有 关系 ,并 不 说 明 你 浊 有 学 好 ， 
世 不 谎 明 和 你 脑子 茜 . 或 许 放 几 天 再 散 就 做 出 来 了 ， 这 是 浇 有 的 事 ， 

幼 外 ， 这 些 题 目 本 向 往往 又 是 对 本 章 内 容 芍 重要 补充 .因此 ， 项 望 恋 
省 不 仅 努 力 去 司 这 些 赴 目 ， 而 且 这 要 多 思考 题 上 月 本 身 的 意义 ， 


1。 证 明 方 各 
gazz + 再 :+RBz +y=0, BipE 杰 ,| 有 38 
在 & 庆 0 时 代表 复 平 通 忆 上 的 一 个 圆周 ， 并 求 出 其 中 心 及 半径 。 
3。 设 在 复 球 面 必 上 给 定西 个 出 周 ， 
Cs: 0522 tz + hz += 0 2 YEE, EE Ys 
了 =],2。 
考虑 圆周 族 
T={arz + BerB2+ty=0: C= sritos, P=sA +th: 
y=5y1+ty: 8 三 ]。 
试 证 明 当 C1 与 Cs 相交 于 两 点 时 ， 中 的 每 一 个 回 周 通过 此 两 点 ‘也 好 此 
俩 点 是 中 所 有 圆周 之 公共 交点 )， 当 C1 与 Cs 相册 于 -一 点 时 ， 则 中 的 每 


本 村 和 x 


一 个 间 局 也 与 Cl、 人 Cy 和 相 切 于 该 点 ， 当 C1 与 C4 不 相交 也 不 相 芒 时 ;中 性 
意 两 个 贺 均 不 相 痰 也 不 相 切 。*? 
本 题 中 的 贺 周 集合 被 称 为 由 加 周 C1 与 C3 决定 的 区 周 束 ， 
3。 设 C 与 Cz 是 分 式 钱 性 变换 W= f(z2) 的 两 个 不 同 的 不 变 贺 膨 . 证 明 
1 与 C: 所 决定 的 赔 周 东 T 中 的 尾 意 一 个 圆周 都 是 WwW= 了 (tz) 的 不 变 回 周 ， 
若 逆 周 束 中 全 焦 回 周 有 两 个 公共 交点 ， 则 被 称 为 双 曲 型 的 ,关中 
全 体 回 周 坞 相 急 一 点 ， 列 工 蕉 称 为 执 物 型 的 ， 车 T 定 的 枉 意 两 个 图 局 均 不 相 
变 也 不 相 切 ， 由 帘 称 为 彬 阅 弄 的. 试问 w= 1(7) 的 不 变 圆 周 东 的 类 型 与 分 
式 线性 变换 1 的 类 型 有 何 关系 ? 
4。 在 复 妹 面 人 上 给 定 两 个 相交 于 两 所 的 图 周 ， 
Cs Haz + BztAz +p= 0 
TER, Pai = 1,2, 
斌 证明 它 们 相 直 正 交 的 充 要 条 御 是 ， Pips + PiPs= ys tap1. 
(提示 ， 当 C1 与 C3 都 是 直线 时 ， 利 用 直 级 方程 的 系数 的 几何 解释 . 当 C1 与 . 
Cs 中 一 个 是 直线 而 另 一 个 是 加 周 时 考虑 部 心 是 否 在 直线 之 上， 当 Ct 与 性 
帮 有 是 圆周 时 ， 考查 疯 心 中 与 两 个 尘 径 之 问 的 关系 ,) 
“5, 在 复 球 商 和 上 给 定 两 个 赚 周 
Ci az + BtBz t=00 WYER ,BOY 
j= 1,2, 
我 们 称 集合 
T*={0z2 +B2+HBz +?y=0a 月 局 + 有 Bi=eyy tay,i =1:2} 
周 束 中 的 任 宫 一 个 四 周正 交 .另外 ， 戎 丰 是 独 物 更 的 ， 册 风 T* 也 是 铀 物 再 
的 : 若是 椭 园 型 的 ， 则 T* 是 双 申 弄 的 ， 反之 车 了 是 汉 曲 型 的 , 风 1* 是 杭 
网 型 的 。 、 
$， 在 复 球 面 必 上任 给 两 沾 罗 局 C1 与 C3. 则 必定 存在 一 个 分 式 强 性 谈 
换 W= 了 (2) ,使 等 C: 与 C23 记 决 定 的 圆周 东 中 每 一 个 贺 周 都 是 1 的 不 变 回 周 * 
而 C1 与 C: 的 共 辊 敬 周 束 中 每 -一 个 圆周 在 1 的 变 挤 下 变 为 该 束 中 的 男 一 个 
国 周 . (提示 ， 证 明 此 命题 时 可 能 树 用 到 下 一 题 ,， 


*) 注 ， 此 出 需要 行列 式 或 加 性 方程 组 若 识 。 


* 36。 


y。 谈 Ci 与 C3 是 揽 球 而 C 上 的 册 个 不 相交 也 不 相 切 的 四 周 .证 明 存 在 
两 点 ， 它 们 关于 C 与 Cx 都 是 互 为 对 黎 的 ， 并 且 它 们 关于 Ci 与 Cs 所 诀 定 的 
“回忆 束 中 的 任意 一 个 区 周 都 是 互 为 对 称 的 。 

8。 车 人 1 与 C; 是 人 上 任意 给 定 的 两 个 不 相交 也 不 相 训 的 圈 周 , 则 存在 
一 个 分 式 线 社 变 换 将 它们 变 成 同心 图 周 ， 

9。 证 明 下 列 结 论 ， 平 移 变 换 记 ，zr>z + 1 是 先 对 直线 ， Iz +1z =0 作 
友 演 变换 下 复合 以 对 直线 ，7 了 2+12 =bb 作 反 渡 变 挽 , 拉 促 变换 5,1 fr> 
pztp20)7 基 下 击 两 个 反 演 变换 之 复 台 ， 上 先 对 单位 喇 局 作 反 演 变换 ， 再 作 
关于 |2| = A/ 5 的 反 演 变换 .旋转 变换 六 :zhe2lz 是 如 下 两 小 反 演 变换 的 
乒 台 ， 先 对 实 轴 反 演 ( 即 取 共 斩 ) 热 后 对 直 春 {z，z= reill 2 7 和 可 } 作 民 
帝 .倒数 变换 zF*l/z 是 先 对 单位 困 刚 作 反 演 再 对 实 辕 作 反 演 。( 这 一 题 肯 
诉 我 们 任何 分 式 钱 性 变换 都 是 但 数 个 反 演 之 复合 ,) ， 

10。 谈 工 是 满足 下 列 方程 的 直线 : 

有 zf 有 zy ty=0,7E RR, 0, 
试 证 明 工 的 方向 与 8 所 代表 的 方向 垂直 。 _ 
- 拭 面 出 上 题 中 直线 1z2+ 1x =0 及 1ix+ 17z = 了 bb 的 图 形 ， 

11。 设 j(%)= (2 一 2Z0)/(1 一 20x)。 试 证 明 当 zo0 E01z0|< 过 1 时 于 
是 一 个 双 曲 癌变 技 ， 当 zo= (1+ 六 /2 时 7 是 抛物 型 变换 ， 

12。 判别 下 列 分 式 线性 变换 之 类 型 : 

(w= — 1+2) (i w= (+1- Di (w= (一 1)723。 

13。 设 j (2) = 2z +tta 天 加 , 试 证 明 1 是 抛物 型 变换 的 充 要 条 六 是 0 = 
1,b 关 1 是 双 曲 型 变换 的 亮 于 条 性 是 q2>0 是 实数 且 4 关 1。f 是 酉 回 垩 变 
撞 的 完蛋 茶几 基 |j0l=1 有 1， 

14。 令 W=f 了 f(z) 是 形 如 下 式 的 分 式 线性 变换 ， 


fs) = 4 《9 下 一 Be 天 0 天 人 。 


设 z1 是 1 的 -个 不 动 点 . 取 h(z) = 1/(z 一 z1)， 试 证 朋 f 的 共 加 变换 8 = 户 of 
有 :是 . 


gE = AF+B, A= Cr+/ 0~ ez1), 
B=c/(a- ce), 
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15。 设 J(z) 如 上 题 所 设 ， 并 进一步 假定 4,58,C,4 忆 是， 试 证 明 / 是 双 
曲 型 继 换 之 充 必 条件 基 
cqtds dad -be 
j 是 权 贺 型 次 换 之 充 要 条 件 是 
{Fd atad -bey, 
《提示 ， 利用 14 及 13 古 ,) 
16。 设 风 = 天 2 是 一 个 双 此 型 变换 ， 旦 共 狂 闻 拉 伸 变 换 
EPE 【PP>1) 
则 称 p 是 1 的 条 子 《注意 我 们 要 求 p>1) ,显然 ， 每 一 个 双 曲 型 变换 都 有 一 
个 唯一 辜 定 的 条 子 只 要 到 将 f 的 排斥 型 不 动 点 变 为 0 而 吸收 型 不 动 点 变 
六 co, 那 么 共 固 变换 g= hofop 1 就 符合 要 求 .) 
基 w= f(z) 是 双 曲 型 变换 、 生 其 系数 49,8,c,dE€ 起 ， 则 1 的 洋子 


_(atd ryt 4(0d bho) ya dop 
(的 一 WO 3 1 


(Ot Ad- (oto — A400 — bce) , 
(+d ta (a+d): -dtdd— bey ， 当 G+4<0 时 ， 
{ 注 ， 和 梁子 的 概念 是 有 用 的 。 和 但 这 些 公式 却 用 处 不 大 . 读者 无 须 记 管 它 
和 们 ，) 

17 。 设 W= 了 (2) 是 任意 一 个 双 戎 型 分 式 线 性 变换 ,71 与 ?分别 是 它 的 
排 丘 弄 不 动 点 与 最 收 型 不 动 点 , 叉 设 6 是 任意 一 个 不 同 于 *1 与 z; 的 点 。 则 # 
的 葬 于 


p= 


p= [大 总 ) S2172], 
18. 设 S 是 单位 置 周 ,C 是 与 5 正 交 的 另 一 网 周 。 又 设 zo 是 单位 圆 内 任 
者 一 点 。 过 zu 求 必 一 个 品 周 或 直 乓 与 C 正 交 ， 号 与 8 正 交 .( 提 示 ， 利 用 za 
关于 C 及 3S 移 对称 点 ,) 
这 个 题 自 的 结论 表明 ， 在 下 一 章 中 讨论 非 欧 几何 时 下 述 命题 成 立 :这 
一 点 二 可 疝 -- 条 涉 欧 直线 作 一 条 生 线 ， 
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第 二 章 ” 双 巾 非 欧 几何 


级 曲 非 欧 几 何 又 包罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobaceviskii，1792 一 
ti856) 上 几何 ,有 时 简称 为 双向 几何 或 非 欧 几何 。 本 章 将 有 还 过 一 个 
模型 来 讲解 这 种 几何 ， 尤 其 是 那些 与 欧 儿 几何 不 同 的 性 质 ， 

这 里 应 该 强调 提出 ， 罗 巴 切 去 斯 基 几 何 的 本 来 面目 并 非 如 
此 。 它 是 纯 公 理 体 系 及 轴 辑 推理 的 结果 。 但 这 里 却 是 从 一 个 实 
际 模型 出 发 ,一切 锰 述 与 证 明 都 是 围 锐 这 一 模型 展开 。 所 以 在 
表述 形式 与 证 明 方 式 上 都 与 叉 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 原 摇 大 相 径 
庭 。 当然 ， 在 一 切 结 论 上 两 者 是 完全 一 至 的 . 


§ 1 非 欧 几 和 何 的 诞生 


在 非 欧 几何 产生 之 前 ;从 公元 前 300 年 至 1800 年 的 两 千 钉 年 
之 间 ， 传 访 的 欧 几 里 德 斤 何 一 直 统 治 善人 们 关于 容 间 的 观念 。 
人 们 其 为 人 类 所 赖 以 生存 的 这 个 空间 就 正如 欧 儿 几何 遍 描 述 的 
那样 。 似 平一 茹 都 是 天 经 地 尺 而 无 可 怀疑 的 . 欧 几 里 德 的 书 几 
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何 原本 在 两 千年 间 在 世界 上 以 各 种 版 本 不 断 印刷 发 行 闭 ,其 发 
行 量 之 大 和 版 本 之 多 ， 琳 怕 仅 次 于 圣经 。 一 直到 今天 ， 全 世界 
的 中 学 几何 教 本 所 讲 的 内 容 在 本 质 上 与 4 几何 原本 ?> 没有 差别 。 

欧 儿 里 德 的 < 几何 原本 > 有 如 此 巨 尖 的 影响 是 有 深刻 原因 
的 。 这 普 先 是 因为 它 以 相当 完善 的 公理 体系 及 演绎 的 方法 总 结 
了 前 人 的 几何 知识 ,不 但 大 大 超过 了 在 他 之 前 的 所 有 几何 著作 ， 
更 重 权 的 是 它 的 高 朗 完 美 使 得 在 他 之 后 的 两 千年 间 没 有 出 现 一 
本 上 儿 何 书 可 尽 与 之 媳 美 。 其 次 ， 它 的 巨大 影响 的 另 一 个 原因 还 
在 于 它 的 教育 意义 ， 几 何 学 在 当时 《甚至 在 今天 ) 在 培养 人 的 
逻辑 恩 维 方面 有 着 特殊 的 意义 ， 是 其 它 学 科 所 不 能 将 代 的 ， 

无 论 如 何 ， 哆 几 里 德 在 公元 前 300 年 的 这 一 巨著 在 建立 演 
旦 方法 上 和 对 后 人 的 影响 上 ， 意 义 是 非常 巨大 的 。 

欧 几 里 德 的 < 几何 原 本 ?问世 之 后 ， 就 伴随 由 现 了 “平行 公 
设 ” 问 题 ， 或 者 叫 “ 第 五 公设 ”问题 。 

欧 儿 里 德 在 他 的 著作 中 ， 把 一 些 对 于 一 切 科学 都 成 立 的 若 
干事 实 列 成 公理 ， 如 全 体 大 于 部 分 之 类 。 又 把 几何 上 的 五 条 事 
” 实 列 成 公设 。 其 中 第 五 条 公 

设 是 ， 

“ 若 一 直线 与 两 直线 相 
交 ， 且 同 侧 所 交 的 两 内 第 之 
和 小子 两 个 直角， 则 两 直线 a+ Br 
无 限 延 长 之 后 必 相 交 于 该 侧 之 一 点 *。 国 21.1 
”几乎 从 一 并 娩 这 个 公设 就 遭 到 当时 数学 家 们 的 非议 。 从 形 
式 上 它 与 其 它 外 条 公设 相 比 凶 述 上 要 复杂 得 多 ， 而 从 内 容 上 也 
不 像 其 它 四 条 公设 那样 一 目 了 然 ， 显 然 成 立 (其 它 儿 条 公设 是 ， 
讽 点 可 以 决定 一 条 直线 ， 直 线 可 以 任意 延长 有 了 中 心 及 半径 
可 以 决定 一 个 图 周 ， 所 有 直角 均 相 等 )，。 
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记 狼 身 <* 儿 何 头 本 ?问世 之 后 ， 人 们 就 拉 算 去 朱 这 一 杀人 盈 
设 。 要 人 么 用 其 它 四 条 公设 及 公理 证 明 它 ， 要 人 么 用 更 为 明显 的 事 
实 去 状 代 它 。 按 照 后 一 办 法 去 做 的 人 就 发 现 和 提出 了 许多 与 第 
五 公设 等 价 的 命 征 ， 旭 “过 让 线 外 一 点 只 能 作 一 条 直线 与 给 定 
直线 平行 ”就 是 其 中 的 一 个 。 

试图 用 其 它 公 说 与 公理 去 证 明 第 五 公设 的 人 大 育 估 在， 并 
旦 许多 人 宣布 自己 证 明了 这 一 公设 。 但 实际 上 ， 不 久 人 们 就 发 
” 巴 ， 这 里 所 调 “ 证 时 了 ”不 过 是 在 证 明 过 程 中 轿 趾 用 了 与 第 五 

公设 等 价 的 命题 代替 了 它 ， 应 该 指出 ， 这 些 “ 证 明 ” 往 往 基 十 

分 精 东 的 ,其 错误 的 所 在 也 是 难于 发 现 的 。 就 像 勤 让 和 僚 (Legenr 
dire，1752~1833) 这样 的 著名 的 数学 家 ,也 曾 宣 布 证 明了 这 一 公 
设 。 景 后 是 他 自己 指 由 了 自己 的 错误 ，。 

证 明 第 五 公设 这 一 难题 明 引 并 折磨 着 世 界 上 无 数 的 数学 
家 。 污 数 次 的 失败 书信 心 灰 意 懒 。 匈 牙 利 的 几何 学 家 波 星 访 
Bolyaiy,1802 一 1860)》 给 他 儿子 的 信人 中 写 道 :“ 你 会 在 这 上 面 花 
- 温 掉 凯 有 有 附 间 ， 线 上 生 不 能 证 明 这 命 古 ,+。 这 个 芽 天 天 月 的 虑 
暗 将 使 成 千 个 迟 牛顿 那 祥 杰 出 的 天 才 全 被 吞没 。 它 全 和 何 时 候 也 
不 会 在 地 面 上 明 彰 化 ， 并 且 不 起 不 老 的 人 类 即 合 在 几何 学 上 取 
得 成 功 。 这 是 永远 留 贼 在 我 内 心里 的 王 创 .” 

但 是 类 败 也 教育 了 人 和 们 ,为 了 解决 问题 ， 人 们 开始 从 不 同 
的 表 度 去 探索 这 一 问题 一些 数 学 家 喇 开始 际 认 第 五 公设 不 能 
从 其 它 公设 中 推出 ， 并 且 开 始 雇 疑 欧 儿 里 德 几 何不 是 雁 一 的 几 
何 学 。 在 这 些 数学 家 中 就 有 著名 的 数学 家 高 斯 ， 不 过 他 当 附 设 
有 发 表 他 的 研究 成 果 。 

在 前 人 的 积 昧 的 基础 之 上 ， 罗 巴 巧 失 斯 基 正 式 公开 地 提出 

全， 这 于 我 们 天 法 列 由 这 些 娄 学 寄 的 当 字 ， 有 兴趣 的 恋 者 请 参考 二 中 惑 学 外 
想 ? 苹 第 3 册 ye 
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他 药 新 几何 ,向 传统 药 欧 氏 几 何 的 锁 治 地 位 提 翰 了 邦 碟 。 从 此 ， 
几何 学 的 历史 进入 了 新 的 一 页 ， 而 延续 了 两 千岁 年 的 平行 公设 
问题 ， 也 随 着 人 人 们 过 浙 接 受 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 而 宜 告 结束 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 承 认 欧 用 里 德 的 其 它 四 条 公设 ， 而 把 其 中 
第 五 条 政变 为 下 列 形式 的 公设 ; 

“过 直线 外 一 点 恒 可 作 无 数 条 宣 线 与 已 知 直 线 不 相交 。” 

田 巴 基 斯 基 在 更 动 了 第 五 公设 之 后 ， 推 出 了 一 系列 的 与 
欧 氏 几何 不 同 的 结论 。 尽 管 这 些 结论 在 直觉 上 不 易 接 受 ， 但 在 
轩 辑 上 却 彼 此 无 了 矛盾， 这 些 结果 构成 了 一 个 加 新 的 几何 体系 。 
现在 我 们 将 要 简要 地 介绍 一 下 这 种 筷 何 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 考 说 了 过 线 外 一 丰 所 引 的 一 切 直 线 。 他 把 这 
一 家 线 族 中 的 直线 分 作 丙 类， 与 已 知 直 线 相 交 者 和 与 已 知 直 线 
不 相交 者 。 在 后 面 这 类 直线 中 一 定 有 直线 使 得 它 与 从 已 统 点 到 
已 曙 直 绕 的 委 线 的 实 角 最 小 。 他 把 这 个 朋 称 为 平行 第 ， 见 加 
2 一 1.2。 欧 几 里 德 第 五 公 设 相当 子 假 定 平行 角 为 直角 ,而 罗 巴 
切 夫 斯 基 公 设 则 和 粗 当 子 假 定 平 行 骨 是 锐 第 ， 
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图 2 一 1.% 


罗 巴 切 夫 斯 基 把 这 种 与 垂 线 夹 胡 最 小 的 直线 (根据 对 称 性 
一 定 有 两 条 ) 称 作 已 知 定 线 之 平行 线 ， 而 其 它 过 已 知 点 的 不 与 
已 知 直 线 相交 的 二 线 称 作 超 平行. 罗 巴 切 夫 斯 基 证 明了 平行 角 
的 大 小 只 依赖 于 已 知 点 到 已 知 直 线 的 距离 d 。 令 人 惊讶 的 是 他 居 
然 计 算出 了 平行 旬 @ 对 2 的 依赖 基 系 式 ; 
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w=ArcsinCchdy-! 

其 中 ch 天 示 双 烛 画 数 ， 

罗 巴 切 兴 斯 基 根 据 他 的 公设 推出 了 三 负 形 的 内 角 之 和 小 于 
7， 并 把 与 三 内 鱼 和 的 差 称 为 角 欠 。 他 证 明 三 角形 的 角 欠 的 大 
小 决定 了 它 的 面积 《这 一 点 高 斯 也 得 到 了 ), 并 从 此 推出 所 有 三 
角形 的 面积 都 不 超过 有 jl 这 真 让 人 难于 接受 ， 

殊 氏 几何 中 两 个 三 角形 全 同 的 三 个 笨 性 5. 5. 5. 53 #.， 
a* 5, 8, 在 证 明 中 没有 用 到 第 五 公设; 因此 这 些 命题 在 罗 巴 切 
天 斯 苇 九 何 中 依 热 成 立 。 己 在 软 巴 切 天 斯 基 几 何 中 又 增加 了 了 一 
个 亮 要 条 件 ， 即 4. 4. a. ,也 就 是 说 若 两 三 角形 的 三 个 角 对 应 相 
等 则 三 角形 全 同 。 这 就 排除 了 相 亿 而 不 全 司 的 可 能 性 。 

举 达 哥 拉 斯 定理 在 欧 民 几何 中 占 生 重要 地 位 。 但 在 罗氏 见 
何 中 不 理 成 立 。 轴 巴 切 夫 斯 基 导 出 了 在 非 欧 几何 中 直角 三 角形 
力 至 一 般 三 角形 边 与 角 的 关系 式 。 在 形式 上 有 点 类 似 于 正 蓄 公 
式 及 余 束 公式 ， 但 吏 复 杂 了 ， 

圆周 的 长 底 不 再 与 让 和 丛 成 正比 ， 贺 的 面积 的 公式 也 不 是 通 
常 的 形式 了 。 


8 2 非 欧 几 何 的 模型 


罗马 切 卖 斯 基 玫 何在 一 开始 自然 不 鸭 人 接受 。 就 连 罗 节 切 
夫 斯 基本 大 在 他 发 表 他 的 著作 向 称 之 为 “ 虚 几 和 何 ”(1837)， 似 
乎 这 种 几何 只 是 想象 中 的 结果 ， 而 没有 实际 意义 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 何不 为 人 接受 的 一 个 重要 原因 是 它 的 许多 
结论 与 通常 大 家 所 竟 拓 的 事实 相 志 和 盾 ， 尽 管 在 逻辑 推理 上 无 院 
可 击 。 这 样 ， 须 要 在 现实 空间 中 找到 一 个 实际 模型 来 实现 罗 巴 
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”所 夫 斯 基 几 人 向。 


”第 一 个 这 样 的 模型 是 1868 年 意大利 数学 家 贝尔 转 拉 米 
(Beltrami，1835 一 1899) 给 出 的 。 他 把 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 一 
片段 与 伪 球 面 上 的 一 个 片 眉 建立 了 点 的 对 应 ， 并 把 罗 巴 切 夫 其 
基 几 何 解释 为 念珠 面 上 的 内 蔓 几 何 。 

贝尔 特 拉 米 的 模型 虽然 是 第 一 个 非 欧 几何 的 模型 ， 但 它 具 
是 一 个 局 部 的 而 不 是 整 人 址 的 模型 。 第 一 个 整体 的 罗 叫 切 夫 斯 基 
交 何 的 模型 是 由 克 莱 因 给 出 〈1870 年 ) ,他 把 单位 图 作为 罗马 切 
夫 斯 基 平 面 ， 而 把 其 中 的 弦 作 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 的 直 张 ， 
并 适当 定义 了 距离 的 概念 ， 使 得 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何在 这 一 模型 
得 以 实现 。 克 药 因 的 这 一 模型 使 人 们 对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 刀 何 有 
了 真实 感 。 

在 克 芋 因 之 后 ， 法 国 数 学 家 让 卡 芋 tPoincare”，1854 
一 1912》 给 出 了 另 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 兄 何 的 模型 。 他 把 克 莱 因 
模型 中 的 统 改 换 为 垂直 于 单位 圆周 的 网 弧 ， 并 把 非 爽 几何 与 分 
式 织 性 变换 联系 起 来 。 庇 卡 荣 的 这 一 模型 为 罗 巴 切 夫 新 基 儿 何 
的 应 用 开 屏 了 道路 ， 特 别 是 在 解析 函数 论 、 窗 曼 划 面 、 自 守 略 
z 数 等 数学 分 支 中 产生 了 广泛 的 应 用 。 净 其 应 该 指出 的 是 ， 二 到 

现在 许多 现代 数学 的 重要 研究 仍然 要 借助 于 这 一 模型 。 

虎 卡 莱 模 型 是 本 书 要 讲 的 主要 内 容 。 滥 在 我 们 来 介绍 这 一 
模型 ， 

在 平面 上 取 定 一 个 单位 圆 5， 也 即 以 原点 为 它 、 以 1 为 半径 
的 贺 ，{2E CC: 1z| 过 1}。 我 们 设想 这 个 单位 贺 就 代表 整个 无 限 
的 平面 ,U 的 边界 ;也 即 单位 贺 局 。 代 表 着 这 个 无 限 平面 的 无 限 
远 , 用 文学 语言 形容 ， 就 是 说 那里 是 “天 涯 海 角 ” .今后 我 们 用 
S 来 表示 单位 圆周 ， 也 即 $= 1zEc: 四 =]1j， 

什么 是 平面 直线 的 代表 嘱 ? 在 这 一 模型 中 ， 我 们 把 UU 内 与 


* 达 学 和 


S 乖 直 的 一 切 圆 弧 或 直线 弧 作 为 直线 的 代表 ， 并 称 之 为 非 欧 直 
线 ， 见 图 2 一 2.1， 这 样 ， 5 的 任意 … 条 直径 都 是 非 欧 直线 。 而 
其 它 的 非 驳 直线 都 是 兹 的 ， 

怎样 计算 任意 两 点 辣 的 距 
”高 呢 ? 

说 z: 与 z* 是 内 的 任意 两 
虞 ，X1 关 2Z23。 这 ?1 与 ?; 作 一 个 
圆 弧 (或 直线 弧 ? 垂 直 于 3， 设 


“与 5 是 该 弧 在 3 上 的 两 个 端 

点 ，5+: 奉 近 21 而 sz* 持 近 z:。 我 

们 定 这 图 2 一 2.1 
dCz,, 22)=log[L 31, Zs &1s £3]! (2.1) 


是 虚 z: 到 2 的 非 欧 距离 ， 同和 也 也 认为 它 是 zi 与 4 所 决定 的 非 欧 
线 眉 的 非 欧 长 度 。 当 2， =z5 时 ， 我 们 约定 (#1，2:)=0, 

注 ， 过 z: 与 2 能 作 且 只 能 作 一 条 非 欧 直 线 。 这 件 事 将 在 下 
面 说 明 

为 了 说 明 我 们 的 定义 是 合理 的 ， 至 少 应 当 验 证 它 满足 通常 


距离 的 性 质 ， 
Ciy d(xz1，Za) 守 0， 等 号 羽 在 2 =z 时 成 并 ， C2.2) 
Ciiy dz1, za)=d(23, 210 (2.3) 
Ciiiy dz 22) Ed(Y), 2s) + dz Ya。 (2.4) 


这 里 我 们 只 验证 (i)， 而 其 它 两 条 性 质 究 给 读者 验证 ， 
设 z1 关 ?1:， 并 令 
P= |[21s sy | ， 8) 一 STB[Lziy Zs C1]s 
j 一 1，2。 
因为 ?1， Z29 bis :在 同一 加 局 或 直线 上 ， 大 0 == 。 这 样 ， 
交还 


+ 45 = 


[> zs ti C2] = (2.5) 
pa 


根据 5&1 与 5 的 取 法 不 难看 出 Pi 之 1 而 ps>1， 因 而 
QO<[21, Za Ei Cal<l, 
由 此 推出 dz,， 22) > 0, 
从 这 一 推 娃 中， 我 们 可 以 看 出 
EA 


fi， Zz.) = logt p= Io8j> £, EE E | 
1™ 号 


{2.6) 
当 z| (或 ZzZ:) 消 着 非 网 守 线 艳 向 于 5&1 {或 65s) diz1, 2:) 趋 


”于 无 穷 。 由 此 可 见 ， 一 条 非 欧 直 线 的 非 欧 长 度 是 无 穷 ， 尽 管 它 


用 通常 的 虑 离 概念 测量 阿 是 有 限 长 的 。 


练习 1 设 21 二 0，zs 二 7 0<rYc<1)。 证 明 


Ltr 


di0, ry = log C2.7) 


有 了 非 欧 距 离 的 概念 就 能 导出 非 欧 图 与 非 欧 回 周 的 概念 。 
给 定 吕 内 任意 一 撩 加 及 实数 r 好 > 站 .到 2 的 者 欧 虐 离 涉 于 7 的 一 
切 点 所 组 成 的 集合 

DPD={2EU:d(2, 2,)<r} 
称 作 一 个 非 欧 圆 ， 而 到 zu 的 非 欧 距离 等 于 r 的 一 切 虚 所 组 成 的 
集合 
C={2zEU:d(z, 20)=r} 

称 作 一 个 非 欧 圆 周 。 这 里 2 称 作 圆心 ， r 称 作 学 答 。 

以 后 会 看 到 非 欧 回 周 也 是 通常 的 圆周 ， 只 是 其 圆心 不 在 通 
常 癌 心 的 位 置 上 《除非 圆心 20 二 03， 见 图 2 一 2.2。 
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练习 2 求证 以 2q 二 为 中 心 ， 
以 Fr>>0 为 半径 的 非 欧 圆周 是 以 0 为 
中 心 且 蕊 =(e' 一 1)/te'+ 1 为 村 
茎 的 通常 国 周 。 


最 后 我 们 来 定义 两 条 非 欧 直线 
段 在 相交 处 的 夹 前 ， 因 为 非 欧 直 线 
妥 是 普通 意义 下 的 圆 绝 或 直线 弧 ， 图 2 一 2.3 
而 这 种 强 的 交角 我 们 已 在 上 一 章 中 定义 过 了 。 瑰 在 我 们 就 用 遂 
常 意义 下 的 圆 弛 的 交角 来 作为 非 欧 直线 眉 的 交角 ， 

这 样 ， 我 们 就 使 得 平面 几何 中 所 研究 的 基本 概念 在 我 们 的 

柑 型 中 都 有 了 相应 的 定义 ， 


§ 3 庞 卡 莱 模 型 与 罗 书 切 夫 斯 基 
公理 系统 


现在 我 们 必须 验证 上 上述 的 席 卡 莱 模 型 适合 岁 巴 切 夫 斯 基 的 
公理 系统 。 这 里 所 谓 男 巴 馈 夫 斯 基 的 公理 系统 是 指 哆 儿 星 德 的 
前 四 条 公设 再 加 上 罗 巴 切 夫 斯 基 公 设 ， 

现在 逐条 说 明 如 下 ， 

(i》 过 DT 内 性 意 两 点 zl 与 za 能 且 只 能 连 一 条 非 欧 线 段 。 

当 z1 与 z; 中 有 一 点 是 原点 时 ， 显然 2 与 zs 的 普通 连 绢 就 是 
唯一 的 非 欧 连 线 ， 当 z1 与 z; 都 不 汶 原 点 时 ， 我 们 考 典 z, 关于 8 
的 对 称 点 zi*。: 那 人 么 zl1， z1" 与 2: 记 决定 的 贺 周 (或 二线) 必 牌 
寺 子 9， 它 在 UU 中 的 部 分 即 通 过 ?1 与 2; 的 非 欧 直线 。 因 此 ，z, 与 
2, 总 有 非 欧 直 线段 相连 。 这 种 非 欧 线段 的 唯一 性 是 显 抬 的 。 


4 dF" 


《ia 非 欧 直 线段 总 可 以 无 限 延 长 ， 
现 夯 我 们 已 经 说 明 ， 当 一 条 非 欧 直 线段 的 端点 趋向 于 局 的 


蔷 2-3., 1 图 2 一 34.2 


过 界 时 ， 线 段 的 非 欧 长 度 要 无 限 增 大 。 可 见 非 欧 直 线段 可 无 限 
延长 。 

(iii》 记 有 二 角 均 烛 等 ， 

我 们 在 庞 卡 莱 模 型 中 所 定义 的 角度 就 是 通常 的 角度 。 

(iv) 任意 给 定 一 点 za EU 及 一 个 正 数 r 总 可 作 一 个 非 欧 加 
周 ， 以 zo 为 圆心 且 以 7 为 举 径 ， 

这 是 显然 的 。 

Cv》 设 1 为 DU 内 任意 一 条 非 欧 直 绕 ，z。 是 U 内 一 上 感 ，20 不 在 
1 之 上 。 则 可 以 作 雹 限 条 非 欧 直线 ， 通 过 总 2。 但 不 与 1 相交 ， 

设 61 与 6 是 非 欧 直线 ! 在 UU 的 边界 St 的 两 个 端点 。 过 2 与 
51 可 以 作 一 条 非 欧 直线 1 1， 过 zu 及 上 as 又 可 作 另 一 条 非 隐 直线 1,. 
显然 这 两 条 非 欧 直线 在 口内 部 与 I 不 相交 ， 并 且 i 与 i 所 夹 的 部 
分 (图 2 一 3.2 中 关 影 部 分 》 中 的 任意 一 点 与 zo 所 决定 的 非 哆 直 
线 均 不 与 1 相交 。 

站 与 1 被 称 为 过 z。 点 的 与 平行 的 非 殉 直线 ,而 其 它 过 zz 成 
且 与 :不 相交 的 非 欧 直线 被 称 为 超 平行 的 非 欧 直线 ， 

总 之 ， 我 们 的 庶 卡 芋 模 型 满足 罗 巴 切 夫 斯 基 公 设 及 欧 几 里 


4 4 


德 几 柯 中 中 平行 公设 之 外 的 其 它 公 谱 的 要 求 。 

接受 斋 卡 菜 模 理 的 困难 可 能 有 两 点 ， 一 是 用 一 个 有 穷 的 圆 
求 代 表 一 个 无 限 的 平面 ， 二 是 胃 弯 的 圆 绝 来 代表 直 的 直线 眉 。 
这 些 让 人 感到 不 放心 ， 

其 实 ， 让 我 们 画 亿 一 下 平 可 几何 中 推理 过 程 ， 孔 何 的 图 形 
只 是 帮助 我 们 思考 的 一 种 参考 牺 ， 而 不 是 证 明 的 依据 。 直 线 画 
诚 索 的 ， 回 心 画 成 含 和 的， 但 只 要 我 们 的 推理 步骤 都 是 依据 了 富 
义 、 公 设 《公理 ) 及 已 经 证 明了 的 命题 ， 则 推出 的 命题 依然 是 
正确 的 。 图 形 的 家 观感 觉 并 不 重要 、 我 们 用 回 弧 来 代表 直线 民 
没有 什么 不 可 以 的 。 至 于 为 什么 可 以 用 一 种 有 限 的 区 域 来 代表 
无 限 的 平面 ， 这 一 问题 将 在 下 一 节 作 进一步 的 解释 ,。 


$4 非 欧 运动 与 非 欧 度量 


羞 f 是 U 到 U 的 一 个 变换 ， 它 保持 中 任意 两 点 的 非 欧 距离 


不 变 ， 世 即 
dz 2 一 GCCz，fza7)， Wass 2aEDT， 


出 称 /是 一 个 非 欧 刚 体 运动 或 简称 为 非 欧 运动 ， 
现存 我 们 要 给 出 非 欧 运动 的 表达 式 . 


命 晤 4.1 设 2。 EU 是 单位 国内 任意 一 点 ，8E 民 是 任意 ~ 
个 实数 。 册 分 式 线性 变换 


== a < 一 “9 _ 
Ww 一 站 10 1 Zs Ca.1) 


将 口 训 成 U， 江 在 单位 回 U 上 的 作用 是 一 个 非 区 运动。 
证 令 


9 a 


#2) 一 -二 (4.2) 
中 


网 9 保持 单位 圆周 不 变 《 见 第 一 章 88 节 C8.1) 式 )， 并 县 由 于 
gC20) 二 0 《把 U 内 一 点 zo 变 成 U 内 一 点 0)， 赴 9CUY =U 另外 ， 
变 挽 /是 先 作 变 换 9 再 复合 以 旋转 变 挽 ， 而 旋转 谈 换 也 把 UU 痰 成 
U， 所 以 /将 U 变 成 U， 

由 变换 # 的 保 圆 性 及 保 前 性 可 以 推 由 ，!/ 将 C 内 的 非 欧 直 线 
变 为 非 殉 喜 氏 。 我 们 知道 任意 两 点 的 非 欧 距 离 是 由 通过 它们 的 
非 欧 直 钱 在 V 的 边界 上 前 端点 及 该 两 点 的 变 比 定义 的 ， 谈 换 了 又 
保持 交 出 不 蛮 ， 故 }! 保持 非 歌 距离 不 变 。 证 毕 ， 

这 一 命题 告诉 我 们 ， 形 如 (4.1) 式 的 分 式 绕 人 性 变换 都 是 非 
欧 风色 运动 。 而 且 还 告诉 我 们 任意 一 虑 ze EU， 总 可 以 经 过 非 
欧 运 动 移 至 UU 的 中 心 ， 

推论 ” 设 ! 是 Z 内 的 一 条 非 欧 直 钱 。 我 们 总 可 也 通过 一 个 适 
当 的 非 欧 运动 将 ! 上 的 指定 点 zu 变 成 0、 而 工 变 成 实 轴 上 的 区 间 
C—1,1)., 

证 取 Ww=9(Cz) 是 形 如 (4,2) 的 分 式 线性 变换 ,这 时 gCz0) 
=0 且 9 是 一 条 过 原点 的 非 欧 直线 ， 世 即 9f 拟 是 避 的 一 条 站 


元。 再 经过 适 当 的 旋转 变 搞 ，9(D 就 蛮 成 实 轴 上 的 区 间 、 也 就 


是 说 适当 选取 8E 愉 ， 变 换 f 2) =e''gt《?) 就 满 中 要求。 证 毕 ， 
从 命题 4.1 的 证 明 中 本 以 看 出 十 列 命题 成 并 ， 


命题 4,2 ”和 任何 一 个 保持 单位 加 0D 不 变 的 分 式 线 性 变换 在 吕 
上 都 是 非 欧 运动 。 

还 有 设 有 其 它 形式 的 非 欧 运动 呢 ? 有 的 ， 

设 C 是 与 单位 加 局 S 正 交 的 一 个 圆周 。 则 关于 CcC 所 作 的 反 演 
变换 一 定 保 待 单位 加 不 变 ， 并 且 将 其 中 的 非 网 直线 变 成 非 焉 


» 50) 。 


直线 。 请 读者 根据 反 演 变换 的 性 质证 明 这 一 铺 论 ， 
各 2z; 与 :是 U 内 性 意 两 成 ， 之 ] 关 22 过 z ;与 2 人 必 一 个 图 周 
C' 与 S 正 变 ， 冯 点 为 El: 与 56:，8 靠近 z 1 而 6 靠近 2,。 设 /是 关子 
“的 反 演 谈 换 ， 那 和 
[zi 2 E19 E21] = [fs fz2)s FE 7， FE。 


但 上 述 交 比 都 是 实数 ， 故 
[21» 223 6&1, “一 [FCzi》， f(z25) fe1)s 了 CE]。 
中 此 推出 /保持 非 欧 距离 不 变 ， 也 即 
ditz1, 22) = 2), f(z)), 

因为 圆周 C 在 内 的 部 分 是 一 条 非 欧 二 线 ， 放 关于 CC 的 反 沪 
变换 也 称 为 关于 该 非 葡 二线 的 上 反 演 变换 ， 

总 之 ， 除 了 保持 LU 不 变 的 分 式 线性 变换 之 外 ， 关于 非 牙 站 
线 的 反 演 变换 也 是非 欧 运动 ， 可 以 证 明 , 只 有 这 两 种 非 菊 运动 ， 

尽管 非 欧 运动 保持 非 欧 距 离 不 变 ， 但 它 不 保持 欧 氏 距 高 不 
变 。 我 们 直观 看 到 的 图 形 的 大 小 与 形状 是 欧 氏 的 。 故 在 非 欧 适 
动 下 ， 图 形 的 大 小 与 形状 看 上 去 是 要 改变 的 。 例如 ， 通 过 原 成 
的 家 线段 经 过 非 欧 送 动 钦 天 
原点 后 就 成 了 圆 疲 ， 查 形 在 
洁 过 如 的 边界 同 都 要 变 小 ， 
我 们 提醒 读 者 ， 所 有 这 些 结 
果 都 是 “看 上 上 去” 的， 出 非 
丈 的 “上 尺子 ”去 测量 漆 图 形 
的 大 小 并 没有 改变 。 这 一 虚 《 
请 读者 一 定理 解 。 

图 2 一 4.1 表 示 了 在 非 殉 
运动 下 嵌 字 的 变化 。 

图 2 一 4 ,2 中 记 有 非 欧 三 妇 2 一 4.4 


a 与 了 ”= 


角形 者 是 全 同 的 ， 不 论 是 白 三 着 形 和 还 是 黑 三 角形 ， 也 不 论 是 大 
的 三 角形 还 是 小 的 三 角形 。 在 这 些 三 角形 中 ， 每 个 时 的 都 是 相 
邻 的 白 三 角形 关于 公共 边 反 演 的 结果 . 

现 站 我 们 引入 非 欧 度 量 的 概念 。 这 里 所 谓 非 区 度量 实际 上 
就 是 非 欧 下 离 与 欧 过 距离 的 一 种 搁 算 比率 ， 


cr 9 用 于， hr 
AD 


上 


图 2 一 起 .2 


设 zn E 刀 是 任意 给 定 的 一 所 ，2 和 2 是 2 附近 的 一 点 。 我 们 
要 研究 当 z 一 z 时 非 欧 距离 4Czu，2) 与 政 氏 距离 [zw 一 z| 之 比 的 
极限 : 


lim d(zos 2)/|20 ~ 2|, 《4 ,3) 


中 厅 订 


这 个 极限 就 是 将 来 要 定义 的 菲 欧 度量 的 密度 ， 
为 了 求 得 这 个 极限 ， 我 们 先 给 出 任意 两 点 6，5EU 的 非 欧 


世 即 


qz。， 全 了 一 人。 (4.7) 
1 一 [zol 
仿生 > 一 2 一 20， 人 
dC20, 20 十 太 2) 光一 -| 太 Z| 《Az 充 分 消 ?， 
1— Ey 


CA.8) 

这 就 是 说 ， 当 2z 充 分 接近 zu 时 《也 即 Az 充 分 小 后 )，2s 到 zo 的 非 

欧 距 离 d(z0,2) 就 差不多 是 其 欧 氏 距离 的 2/ 《1 一 12o1”) 俏 。 或 

者 说 ,在 点 zo 附 近 非 欧 焉 离 与 欧 氏 了 焉 离 的 比率 是 27(1- |zo| >》。 

当 z, 越 靠近 单位 阅 的 边 绿 附 ， 非 歌 吧 离 与 欧 氏 距离 移 这 个 比率 

就 越 大 。 而 2, 越 舍 近 厌 点 时 这 个 比率 就 越 小 。 当 2z0 一 0 时， 这 
个 比率 就 是 2， 
我 们 把 


称 为 非 欧 度量， 而 2/G1 - |z。1) 称 为 非 隐 度 业 的 密度 。 

由 于 非 殉 度量 的 密度 在 点 z, 牙 向 于 U 的 边界 内 以 很 快 的 束 
度 趋 于 无 穷 ， 故 在 欧 乓 平面 上 的 有 穷 区 域 1 用 非 欧 尺度 测量 则 
是 元 限 的 ， 

有 了 上 述 的 准备 工作 ,我 们 就 可 以 证 明 非 菊 史 和 何 的 定理 了 ， 


$5 三 角形 的 内 角 和 小 于 平角 
及 矩形 之 不 存在 
在 欧 氏 几何 中 ， 三 角形 三 个 内 利之 和 等 于 180*， 这 个 定理 
的 证 明 让 接 依赖 子平 行 公设 。 〈 请 读者 回忆 这 个 定理 的 证 明 步 


4 写 才 


又 .) 因 此 ， 在 更 换 平 行 公证 之 后 ， 这 一 定理 将 首 当 其 闻 揭 受 到 
影 啊 ， 

在 田 巴 切 夫 斯 基 几 和 傈 中 ,三 角形 的 三 个 肉 和 之 和 沙 于 180"， 
而 有 可 和 任意 小 。 

为 了 统一 起 见 ， 今 后 我 们 一 律 用 轰 床 制 来 表示 角度 。 比 如 
豆角 记 栋 有 /2， 平 角 或 180" 用 了 表示 。 


定理 5.1 非 欧 三 角形 的 三 个 内 和 之 和 和 小于。 

证 设 wj， w;，W: 是 单位 加 DU 内 的 任意 三 虑 。 它 们 之 向 
的 非 欧 连 角 次 定 的 三 间 形 记 作 4w:wsws。 根 据 上 节 的 讨论 , 存 
证 一 个 非 欧 运动 ， 售 wil 变 汶 x21 一 0，: 训 为 2s，Ws 读 为 3:， 
这 办 AwW;WsWws 与 4212s28 的 对 应 边 及 对 应 角 均 相等 ,因此 只 要 
证 朋 Az1zszs 的 三 个 内 前 之 和 小 于 就 足够 了 ， 

因为 2: = 0 ， 故 Az12z223 中 以 z 1 为 端 成 的 边 均 落 在 单位 加 
的 直径 上 ， 而 在 z: 处 的 内 和 角 愉 好 就 是 两 直径 之 夹 前 。 现 将 蔬 局 
=z:，zs，2zs 处 的 内 角 分 别 记 作 ec，B，?， 


图 2 一 S$. 
用 欧 氏 线 毁 连结 点 2 :与 -4:， 那 和 必 该 连 线 与 非 焉 Az1z,2; 的 
两 条 直 边 又 构成 了 一 个 欧 氏 三 角形 . 设 该 欧 氏 三 角形 在 zl，2s， 
3 5 二 


zs 处 的 内 角 分 别 是 x*，B/，y*。 那 么 由 图 2 一 5.1C5) 不 难看 出 
=&’, BpB<B ,ry<r', 但 +B/+y /=X， 硫 
t+B+y<A, 

读者 对 这 个 证 明 一 定 会 提出 这 样 的 问题 ， 证 明 是 依据 了 直 
观 图 形 ， 邵 潜 把 z; 与 ;所 决定 的 非 欧 直线 画 成 间 外 凸 那 不 糟糕 
了 了 吗 ? 

这 是 一 个 重要 的 质疑 。 

为 了 问答 这 一 质疑 ， 我 们 可 以 这 样 考 碟 ， 设 zs: 与 zs 关于 单 
位 图 周 S 的 对 称 尽 分 别 是 2} 与 z=3。 那 么 zx，。，zs，2!1 与 23 落 在 同 
一 贺 阅 CC 上，C 与 3 正 交 ， 且 C 在 U 内 的 部 分 就 是 z; 与 z 决 定 的 非 
欧 直 绕 ， 设 C 的 图 心 为 5E。 只 要 说 明 6 与 z: 分 别 蓝 在 zs 与 2 所 决 
定 的 欧 氏 直线 1 的 两 情 就 足以 回答 我们 的 问题 了 ,而 这 一 点 是 显 
然 的 ， 因 为 2: 与 z; 都 菏 在 ! 的 另 一 策 《 即 与 z 不同 侧 )， 

非 欧 三 角形 的 内 角 和 是 否 也 是 一 个 常数 呢 ? 辐 管 是 否定 的 。 
可 以 找到 这 样 的 非 爽 三角形， 其 内 和 和 小 于 任意 取 定 的 正 数 。 
努 一 方面 ， 叉 可 以 找到 这 样 的 非 
欧 三 角形 ， 其 内 前 之 和 与 之 差 
小 于 任意 给 定 的 正 数 。 

在 单位 区 周 8 上 任意 取 定 三 
虞 51， Sr， es， 目 原点 田 发 向 这 
三 点 分 别 连 三 生 拓 径 ， 并 在 这 三 
条 矢 径 上 上 分别 取 三 所 zi1y2sszs。 
我 们 考虑 非 菊 三 角形 4zizsyz2s 。 
点 21，2zo， 28 姓 的 内 前 分 别 记 为 
a, B, y. 困 2 一 5.2 


当 z1， zs， 24 刍 车 各 月 的 关 径 分 别 焉 于 上 ，ex，6s 时 ， 角 


q 记 避 二 


Cs 


| ” 


站 B, ? 赴 于 零 。 当 zi yzazs2s 河 和 关 径 趋 于 了 车 点 时 ， 菲 欧 三 角形 
的 三 条 边 越 来 越 接近 直线 许 ， 从 而 三 个 内 和 和 e+8+7? 趋 于。 
上 述 三 个 顶点 均 在 单位 回忆 上 的 非 欧 三 角形 4 被 称 
为 退化 三 角形 。 它 的 三 条 边 是 两 两 平行 的 非 欧 直线 ， 
三 角形 ， 因 为 这 时 不 可 能 其 中 任意 两 条 总 莫 在 第 三 条 直线 的 辣 
介 。 因此 ， 欧 氏 儿 何 中 无 退化 三 角形 可 盲 ， 
作为 定理 5.1 的 重要 推论 ;我 们 将 证 明 在 非 驳 才 何 中 不 存在 
窍 形 ， 世 即 不 在 在 四 个 内 前 都 是 直角 的 四 边 形 ， 


定理 5.2 ”不 存在 非 欧 线段 组 成 的 四 过 形 ,其 每 个 内 角 均 为 
直角 . z z 
证 用 反 证 法 。 车 存在 这 样 的 四 边 形 ， 风 此 四 边 形 可 用 一 
条 对 角 钱 分 作 两 个 非 欧 三 急 形 。 由 于 四 边 形 内 角 和 为 2r， 芍 机 
个 非 欧 三 角形 中 至 少 有 一 个 ， 其 内 角 和 之 x。 但 这 是 不 可 能 的 ， 
证 毕 ， 

在 非 欧 几何 中 居然 没有 矩形 ! 这 似乎 叫 人 感到 失望 。 其 实 ， 
矩形 的 罕 在 这 一 命题 等 价 于 欧 儿 里 德 第 五 公设 。 请 有 兴趣 的 读 
者 参考 :数学 一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 第 三 卷 ， 

没有 矩形 也 就 没有 正方 形 。 跟 此 密切 丰 关 的 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 也 就 成 了 问题 。 


86 平行 角 、 平 行 与 超 平 行 


设 iICU 是 一 条 非 欧 直线 ,ww 是 0 内 任意 一 点 且 w 个 在 1 之 上 ， 
我 们 避 求 出 局 Ww 关 于 1 的 平行 角 @， 
~ S77 + 


过 w 作 一 条 非 欧 直 线 h 垂 半 于 1 《这 总 是 可 能 的 1)， 并 设 交 

1 于 z。。 叉 设 Ww 至 zo 的 非 欧 下 高 为 I， 下面 将 看 到 oo 凡 依 贺 于 d. 
由 也 非 欧 运动 保持 非 欧 开 离 和 角度 不 变 ， 并 且 把 平行 线 变 
为 平行 线 ， 故 可 以 不 兴 一 般 性 假定 zo。 = 0，w=pi， 其 中 Pp 0 
是 实数 ， 因 为 Ww 至 zo 的 非 欧 距 离 为 4， 故 p 与 4 满足 下 列 关 系 式 
logT 一 d,， 


也 即 


了 一 
= th(S), (6.1) 


这 里 由 表示 双 曲 正切 函数 ， 其 定义 为 


下 向 一 站 
thz 一 [3 2 ， 
"+e" 


由 于 假定 20= 0， Ww=pi, 攻 1 芒 在 袜 轴 上 而 k 落 在 虚 轴 上 
{ 见 图 2 一 6.1)。 过 w 作 一 条 非 欧 直 线 1' 与 已 知 的 1 平行 且 i /在 3 
上 的 一 个 端点 为 1。 再 过 Ww 作 1 的 切线 交 ! ( 即 实 轨 上 的 区 间 
(一 1，1)) 于 虑 0( 也 用 0 表示 该 点 到 原点 的 距离 )， 则 有 
a=ptt®@, |pi-o|=p/cos0, 


注意 到 7 切实 轴 于 点 1， 又 推出 


[pt | 一 工 一 
因此 ， 我 们 有 
ptg 和 十 pcaes 由 一 TI 一 co 一 1 
也 即 
p(1 +sirw) =c0s0., 
对 此 式 两 端 平方 并 化 简 即 得 到 
Cp + 1)Ssintso + 2p?sino + (p>— 1) = 
解 此 方程 式 并 去 掉 负 和 根 即 又 得 到 


ss 58 +* 


sinm=(C1— pI) /CL + p*)., 《6 .27 
扣 据 (6.D 式 ， 将 p=thcd/2) 代 入 上 式 ， 出 有 


Sini 内 一 


3 =1/cha, 《6.3) 


其 中 ch 几 示 双 曲 余下 画 数 ， 其 定义 是 
chx = 


Eve ee-* 
ea 


顺 司 捉 出 ， 双 曲 正 豆 末 数 药 定 义 是 


双 间 正弦 ， 双 贞 余 弦 及 双 曲 正切 统称 为 双 曲 函数 ， 它 们 有 类似 
于 三 角 通 数 的 关系 式 ， 


练习 1 证 明 昼 等 式 
x. 和 一 _ Shz 
ch:z shir=1, thr= ch 
《6.3) 式 可 以 写成 
m=aIcsincchay -1. cB.4) 


由 此 准 出 下 列 定 理 
定理 6.1 平行 前 只 依 天 于 点 到 给 定 非 欧 直角 的 垂直 非 欧 虐 离 
3， 并 且 是 da 的 严格 递减 函数 。 当 Gd 从 0 递增 至 无 穷苦 ， 平 行 角 @ 
钠 从 /2 递减 至 0 并 取 遍 其 中 一 切 值 ， 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 双 丝 余 莹 在 z 守 0 时 的 单调 性 ， 


练习 2 证 明 chz 当 X 汪 0 时 古 严 格 递 增 函 数 ( 提 示 ， 首 先 诈 
ss 宁 必 = 


明 人 二 17 切 12 是 9 的 严 烙 更 增 函数 ， 其 中 by。 


推论 ”车 两 条 非 欧 直线 有 公 垂 线 ， 刚 它们 是 趣 平 行 的 。 

证 设 1 与 i 有 公 垂 线 h，h 交 1 与 1 分 别 于 z。 及 WW。 设 0 是 Ww 
关于 1 的 平行 角 ， 那 么 0 之 x/2、 若 1 与 h 的 交角 《 实 为 5/2) 介 于 
外 及 ~@ 之 间 ， 也 即 1 与 1 超 平行 。 证 毕 ， 

在 欧 氏 几何 中 两 条 平行 线 之 间 的 距离 是 一 个 固定 数 , 丛 是 
在 非 欧 几 何 中 这 一 条 性 质 就 不 成 立 了 。 两 条 平行 的 非 隆 直线 之 
间 的 虐 离 灌 平 行 方向 巴 越 来 越 小 并 赵 于 等 。 

要 证 明 这 一 结论 不 能 单 天 直 观 。 虽然 ， 直 观看 两 条 平行 的 
非 欧 直线 洛 平行 方向 越 来 越 靠近 ， 但 这 是 从 欧 氏 度量 下 看 的 ， 
而 从 非 殉 度量 来 看 是 否 也 如 此 呢 ? 这 就 不 一 定 ， 因 为 非 欧 度 重 
的 密度 越 靠近 单位 圆 边 缘 越 大 。 

今后 ， 我 们 说 非 欧 直线 1 的 线 外 一 点 z 到 1 的 距离 是 指点 z 到 
! 的 垂直 非 欧 线段 的 非 欧 长 度 ， 


定理 6.2” 设 i 与 1' 是 单位 贺 U 内 的 两 条 平行 的 非 网 育 线 。 
当 动 点 2 E71 清平 行 方 疝 趋向 口 的 
边缘 丙 ,点 :到 [的 趾 离 趋 于 零 。 当 
zcEt 沿 相 反方 向 趋 癌 于 了 的 边缘 
时 ,点 z 到 1 的 下 离 趋 于 无 穷 。 

证 不 失 一 般 狂 , 假定 ! 就 是 
字 轴 上 上 区间-1，1), 是 上 半 
圆 内 的 一 条 非 惑 直线 ， 与 实 轴 相 
切 于 点 z 一 1， 见 图 2 一 6.2。 图 2 一 6.2 


他 ”这 里 甸 说 前 平行 方向 基 指 这 样 的 方向 ， 而 末了 平行 的 非 联 直 线 语 此 方向 趋同 
竹 革 位 四 周 虐 一 个 共同 点 ， 


+ DD 二 


在 tf 上 在 意 取 一 点 xz， 并 记 z 到 ! 的 贤 离 为 4C(z，)。 根据 对 
称 性 ， 不 难看 出 
dz D=da, 2), 
这 里 dC(z，#2) 表 示 点 z 到 它 的 共 罗 点 z 的 非 欧 虹 离 。 根 据 公 式 
(4 .4)， 我 们 有 
1 


dlz, = 1 logll—2 |+|z—a| 
3 Dd eI |z | 


= loe( 1+ Fp ) -二 log 1 -ET)。 


一 2 
《6 .57 
为 了 证 明 当 z E14 趋向 1 时 d(z， 四 趋向 于 零 ， 只 要 证 明 
[z—#| 六 
FE -> 站 《2z->]，ZET7)。 (6.6) 
事实 上 ， 我 们 有 
[z2—2) _ 2y _ 2sin6 
Ti=zT Tai ira 0?) 


其 中 8 是 点 z 到 1 的 连 线 与 实 轴 之 炎 前 ( 兄 图 2 一 6.2) .因为 1 与 实 
轴 相 切 ， 故 z ET' 赵 冶 1 时 ，8->0。 这 样 ， 由 6.7) 就 证 明了 
《6.6)。 即 有 dtz;， DD 一 0 (zl1， ZE1), 

设 5 是 1' 在 单位 图 周 上 的 另 一 个 问 成 (8& 关 1)。 当 2 E 纪 趋同 
E 阿 ， 

11-2*|+]z-zl—>|1-£*|+1le-ci 0 
1 一 = 一 1z 一 好 下 1 一 全 | 一 位- él=0 

从 而 由 {6.5) 可 知 Ge 门 一 oo (2 一 656，2z2E1')。 证 毕 。 


练习 2 证 明 当 上 是 单位 国 周 上 一 点 时 ， 
s BJ] * 


i-&1-| -El=0, 


这 个 定理 的 一 短 直 接 推论 就 是 在 非 欧 几何 中 ， 任 何 两 对 平 
行 直 线 都 可 以 经 过 非 欧 运动 使 之 重合 ， 更 确切 地 说 部 

推论 设 1 与 1/ 平 行 ，1 与 1 平行。 则 存在 一 个 非 欧 运 动 ; 
司 得 i = 有 DD，1 = 了. 

证 在 1 上 取 定 一 虎 zo， 令 1=dCzo,1)。 在 tt 上 考 典 动 成 
> 及 点 > 到 六 的 谍 离 d(> ,1 7。 由 定理 6.2 可 知 ， 存 在 一 点 zx El 
使 得 d(z1,11)=. 了 设 2 到 ! 揭 非 欧 垂 线 的 竹 足 为 wo， 而 z: 到 
了 1 的 惟 足 为 w;,， 取 一 分 式 织 狂 变换 g, 使 之 保持 0 不 变 , 且 将 w。 
变 汶 wl 并 将 1 与 1 的 共同 端点 变 为 1 与 1; 的 共同 端点 。 这 时 g(1) 
=1 。 若 gC1 与 1 薪 在 1 的 同一 侧 ， 则 很 容易 看 出 9t20) 一 2i 
且 9(1') 一 11。 攻 这 时 g 就 是 所 求 的 非 欧 运动 。 若 gC1') 与 1 分居 
于 六 的 两 岗 ， 则 9 再 复合 以 关于 轧 的 反 演 变换 就 是 所 求 的 非 欧 运 
动 。 证 维 。 

推论 告诉 我 们 ， 在 非 欧 几何 中 ， 任 何平 行 的 直线 偶 就 其 相 
对 位 置 而 讶 都 是 一 样 的 ， 尾 何平 行 直线 侦 都 不 具有 特殊 性 ， 


定理 6,3” 设 1 与 1' 是 两 条 超 平 行 的 非 欧 直线 ， 则 当 动 感 zE 
! 消 任何 方向 趋向 于 单位 圆 避 的 边缘 了 时， 点 z 到 ! 的 工 离 4(?, 让 
趋 河 于 无 穷 ， 

证 明 类 似 于 定理 6,2 的 证 明 后 闪 部 分 ， 从 赂 ， 

因为 dfKz; 疙 在世 的 两 端 为 无 穷 ， 故 在 志 上 一 定 有 最 小 值 ， 


而 且 .一定 在 茶点 2。€1 处 达到 : 
d{(2osl) dz ,DD Ya El 《6.8) 


全 这 里 对 到 志 续 函 整 取 申 辣 倍 定理 ， 
人 


设 zo 到 1 的 和 雪线 为 #，p 在 目的 蛋 足 为 Wo。 我 们 要 证 明 h 必 
为 1 与 1 之 公事 线 。 为 此 我 们 须要 下 列 命 荐 ， 


命 库 6.1 设 1 为 任意 一 条 非 欧 直线 ，z, 为 1 外 的 任 沪 一 咸 ， 
出 z。 到 1 的 垂直 距离 4Cz。,D 是 点 2 到 1 上 生意 一 点 z 的 非 殉 距离 
的 最 小 者 ， 也 即 
dlzo ,Dd(z0,2), V2EL, C6.9) 
证 不 失 一 般 性 ， 假 定 ! 就 是 实 轴 上 区 间 ( 一 1,1)， 面 Zz。 是 
pi，p 六 0。 这 时 > 到 1 的 垂 线 p 就 落 在 虚 轴 上 ， 卫 


1+p 
dlzo ,1) = log-— =p: C6.10) 
对 于 任意 一 点 2EC 一 1,1)， 我 们 由 (4 5 式 并 注意 ?一 > 即 有 


1+ |]pi— 2| /1— zpi| 6,11) 


dz 2 = 10 
C20 2) ~ 08 pial/ i 2pil 


由 二 
| 吕 
Te 3 a ps Pp Ya 
豆 由 C6.10) 及 (6.1D) 推 出 dCz6o， 六 所 dz。，2)， 对 于 一 切 zE 
'。 这 里 的 等 导 当 且 仅 当 z 是 三 足 时 成 立 。 证 毕 ， 
现在 我 们 再 回 到 承 来 的 问题 上 。 
由 (6.8) 式 及 命题 6.1， 我 们 有 
dzo, Ddl2’, 2), WW2 El1’, 2E1, 
也 即 dzo, Wo IEd(2 2), v2 Et, 2EL, 
其 中 Wo 是 的 恒 足 。 特 别 地 ， 我 们 有 
dz Wo) Ed(z Wo), v2 Eli, 
这 样 ，dCwo，1 庆 dCzo ,wo)}。 再 利用 命题 6.1( 其 中 移 z。 换 成 
wo， 换 成 六 ) 立 即 推出 CCw ,1 ) 二 dCws ,zo)。 但 由 合 题 6.1 的 
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证 虹 可 也 看 出 ,这 只 有 当 ze 是 自 W 知人 纪 所 作 的 性 绕 的 三 足 扑 才 
有 可 能 成 立 。 也 就 是 说 ，P 也 是 ! 的 季 钱 。 

总 之 我 们 证 明了 ， 超 平行 的 两 条 非 殉 直线 有 公 蛋 艇 。 再 回 
后 定理 6.1 的 推论 即 得 到 : 


定理 6.4 当 且 仅 当 两 条 非 欧 直 线 有 公 迁 线 时 ,它们 是 超 平 
行 的 ， 

利用 矩形 之 不 存在 ， 立 即 又 推出 两 条 非 欧 直 线 的 公 玲 线 至 
多 有 条， 

在 欧 氏 几 何 中 ， 两 条 直线 为 第 三 条 直线 所 蕉 ， 若 回 位 角 相 
等 则 两 条 直线 平行 。 在 非 欧 几何 中 ,同位 骨 相 等 意 际 着 超 平行 ， 


定理 6.5 设 几 与 1, 是 两 条 非 欧 直线 ， 是 另外 一 条 非 或 直 
强 ， 若 1 与 和 ，1, 所 交 的 同位 角 相 等 ， 则 纪 与 i; 是 超 平 行 的 ， 

证 显然 ， i 与 1; 不 能 相交 ， 图 为 否则 就 得 神 一 个 非 欧 三 
角形 ， 其 内 角 之 和 六 区 。 国 此 ， 疙 与 3 要 人 么 平行, 要么 超 平行 
下 面 我 们 证 明 上 只 有 后 面 一 种 可 能 。 

车 所 说 的 同位 角 都 是 直角 ， 那 么 1 是 1 与 1; 的 公 垂 线 ， 这 了 时 
1 与 1 是 超 平行 的 。 若 同位 角 不 是 直角 ， 这 办 守门 与 和 所 截 1 的 
线段 的 中 点 ， 向 已 作 一 垂 线 #， 则 & 也 一 定 古 ?的 泪 线 (请 读者 月 
己 论 证 )， 客 有 与 1 是 超 平 行 的 。 证 毕 ， 


$7 非 欧 三 角形 的 全 同一 一 相似 意味 着 全 同 


在 欧 氏 儿 何 中 ,两 个 三 角形 的 三 条 边 对 应 相等 ,或 两 边 及 其 
夹 角 对 应 相等 ， 成 两 前 及 其 夹 边 对 应 相等 ， 都 是 三 角形 全 同 的 


s 和 学 


充分 条 件 ， 

这 些 命题 在 非 欧 几何 中 同样 成 立 。 利 用 非 欧 运动 可 以 逐个 
证 明 这 些 命题 ， 证 明 步 又 与 欧 氏 几何 中 的 证 明 完 全 相同 ,因此 ， 
这 些 命题 我 们 便 不 再 证 明了 ,并 认为 它们 自然 成 立 。 顺 便 指 出 ， 
”在 上 上 节 定理 6.5 的 证 明 中 请 读者 完成 论证 的 部 分 ,用 全 同 三 角形 、 
来 证 是 十 分 方便 的 ， 

在 非 欧 几 何 中 ， 两 个 三 角形 的 三 个 内 角 对 应 相等 草 全 同 。 
如 果 把 三 个 内 角 对 应 相等 的 三 角形 称 为 相似 三 角形 ， 那 么 在 非 
欧 几何 中 ， 相 似 莫 含 着 全 同 . 


定理 7.1 设 在 单位 图 U 内 有 两 个 非 歌 三 角形 人 zizazu 和 
Awiwsws。 若 顶点 zj 处 的 内 角 等 于 w; 处 的 内 前 ， f=1,2,3， 
刚 六 zlizszs 与 人 miwazwa 全 间 ， 也 即 存 在 一 个 非 欧 运动 /， 司 得 
wi=f(2), i=1,2,3, 

和 证 ”因为 经 过 非 欧 运动 总 可 以 把 z: 移 到 原点，zs 移 到 正 实 
贺 ，z: 称 到 上 半圆 内 ， 压 可 不 失 一 般 性 假定 x2;}，2z，， zs 本 来 就 
是 大 此 ， 也 部 21 一 0，23 E01)，Imzs>0。 同样 ， 可 以 假定 
Wi=0, We EC 1) Imws >0, 

用 反 证 法 假 宕 六 zlzy>s 与 和 wiiwWatws 不 全 同 ,这 上 阿 必 定 有 有 
ws 天 a 车 Ws 一 zs， 刚 由 角 、 边 、 多 对 应 相等 推出 两 三 角形 全 
同 ) .又 因 为 z1 姓 的 内 角 等 于 wi 处 的 内 角 , 故 zs 与 ws 薄 在 同一 条 
径 上 。z:、zs 所 次 定 的 非 欧 直 钱 与 w: ,ws 所 决定 的 非 欧 直 线 是 
超 耶 行 的 (与 实 轴 形 成 的 同位 角 相 等 )， 廊 以 非 欧 线段 zzzs 与 
WwsW 不 会 格 交 。 这 样 zswsyszs 构 威 了 一 个 非 败 四 边 形 。 现 将 
其 内 前 记 作 ap yy 5 依次 苔 应 于 顶点 za， wssWas 2#。 这 时 根 
据 三 角形 内 角 对 应 相等 的 假设 有 2+B=z，Y+0 二 x 。 这 样 
站 十 及 十 了 了 于 日 一 2 注意 到 四 过 形 zswzwszas 可 分 解 为 两 个 三 角 
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形 ， 由 三 角形 内 角 和 < 之 x 又 推出 a +8+?+Sc2r， 笃 盾 。 此 天 
盾 天 明和 八 212szs 与 入 Wi WsWs 全 同 。 证 毕 ， 


图 2 一 7. 
图 2 一 ?7.1 是 定理 ?.1 证 其 中 用 的 。 利 用 它 还 可 以 证 明 园 为 
一 般 的 结 黑 ， 


定理 7,2 若 八 xz1z22s 与 入 wiwsWs 中 有 两 个 内 角 对 应 相 
等 但 不 全 同 ， 则 第 三 个 内 鱼 一 定 不 入 等 ， 第 三 个 内 甫 贸 小 者 对 


这 较 长 。 
留 维 读者 自己 证 明 ， 


§8 海 雅 姆 - 萨 开 里 四 边 形 


所 谓 海 雅 既 - 萨 开 里 四 边 形 是 这 样 的 非 欧 四 边 形 ， 它 有 两 
个 对 边 〔 被 称 为 腰 》 同 垂直 于 一 边 〈 被 称 为 下 底 ), 且 两 愿 长度 
相等 。 下 底 的 对 边 被 称 为 上 底 ， 上 底 的 两 个 内 角 被 称 为 底 角 。 
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海 雅 姆 - 萨 江 时 四 边 形 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 起 著 置 要 作 
用 。 在 我 们 现在 的 这 个 讲法 里 虽然 没有 那么 重要 ， 但 有 些 地 方 


图 2 一 89.1 


还 吓 权 胃 它 。 本 节 的 主要 由 的 是 利用 海 雅 轴 ~ 萨 开 里 四 边 形 证 
明 非 欧 三 角形 两 爵 中 点 连 线 小 子 底 边 之 半 ， 
很 容易 由 对 称 狂 看 出 ， 海 雅 姆 - 萨 开 黑 四 边 形 上 麻 与 下 雇 
的 中 点 连 线 是 两 底 的 公 牌 线 ， 并 且 两 个 底 角 相 等 。 
显然 ， 底 角 是 锐角 。 


”命题 8.1 海 雅 姆 - 萨 开 里 四 边 形 的 上 癌 的 菲 欧 长 度 大 于 下 
谋 的 非 焉 长 庶 。 
证 ”尾音 一 个 海 雅 旭 - 萨 开 时 四边 形 ( 见 图 2 一 38.1ta)) 总 
可 以 经 过 一 个 非 区 运动 将 其 下 亡 移 到 实 轴 上 ， 而 下 诬 的 中 感 京 
成 原点 ， 且 鞋底 中 点 落 在 虚 轴 上 ( 兄 图 2 一 8.1b)。 因 此, 不 失 
一 般 性 ， 我 们 假定 海 雅 妈 - 萨 开 里 由 边 带 z12sza24 汪 足 这 些 际 
求 。 又 设 8 是 上 底 zsz4 之 中 点 ，B=Pi，p>0。 这 时 下 底 的 非 欧 
长 度 为 
23d (22,0) = 2iog1 2 一， (z2>0), 


市 上 上 底 前 非 欧 长 度 为 
a 丰 7 = 


设 zs 一 Za fts 《zipbaE 本) ,那么 显然 ya > Ts >2a。 于 是 
za 一 站 | wys 一 PDTYZS 
[1+pizs| Vv CI—pye) 直 记 2 

w1 一 20Vs + oC) + y:) 


> 
Vl-20+p’ 
I 
于 是 有 2d(zs,， 0)<2d(zs, Pi), 
证 毕 。 


图 2 一 8,2 


定理 8.1 非 欧 三 角形 两 缕 中 点 连 线 小 于 请 按 之 半 。 

证 设 和 zizszs 是 单位 加 本 内 的 一 个 非 欧 三 角形 。 又 设 5 
与 1 分 别 是 两 大 2122 与 1 的 中 点 《 非 欧 距离 意义 下 的 中 点 ). 用 
非 网 直线 1 连结 & 与 1 并 由 z, 向 ! 作 牌 强 h， 设 刁 足 浆 s。 网 此 有 三 
种 可 能 ，(i)5 薪 在 非 欧 三 角形 的 内 部 ，GiiDe 愉 好 与 5 或 1 重合 ， 
ciiDt 莫 在 非 欧 三 角形 之 外， 

上 先 讨 论 第 (种 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 在 ! 上 取 两 点 6: 
与 6， 个 之 均 蘑 在 非 欧 三 角形 之 外 ， 且 有 

dE EY=d(E EC， 人) 一口 CE) 

用 非 欧 线段 连结 6123 与 623。 则 不 难看 出 非 网 三 角形 八 2:671 与 
入 285:0 全 同 ， 作 21 全 与 入 2o518 全 同 。 于 是 非 欧 线段 5424 与 
E22; 下 育 于 1 且 它 们 的 非 欧 长 度 相等 。 由 此 推出 616223z: 是 一 
个 海 雅 姆 - 贾 开 里 加 边 形 ， 由 命题 8.1 可 知 


ss 


dz Za AE 6G) = 2d(E,0), 
即 在 这 种 情况 下 证 明了 定理 的 结论 ， 

现在 讨论 第 ii) 种 情况 。 不 妨 设 5 一 £5。 这 时 取 £: Ei 使 得 5， 
沙 在 三 角形 之 稚 ， 且 使 得 GE,1) 一 az)。 连 结 2: 与 zs 便 得 
济 海 雅 旭 ~ 萨 开 里 四 边 形 名 :2s2;:， 并 同样 得 到 定理 的 结论 ， 

第 (ii 种 情况 的 讨论 完全 类 似 ， 从 略 。 证 举 ， 

出 此 定 虱 立即 推出 ， 非 欧 三 角形 的 一 边 的 中 线 小 于 另外 两 
迪 之 和 和 之 半 。 

在 非 欧 几何 中 ， 三 角形 的 两 青 中 点 连 线 小 手 席 边 之 半 ， 这 
件 事 眼 非 欧 度 量 的 曲率 是 负 的 这 一 特征 有 关 ， 

此 炮 我 们 不 打算 神 入 探讨 这 一 问题 ， 只 想 举 例 说 明 。 

在 欧 氏 平面 上 ,三 角形 的 两 丫 中 点 连 绕 恰好 等 于 麻 边 之 半 。 
平面 是 平 进 的， 我 们 试 为 平面 的 上 曲率 为 零 ， 或 者 说 歼 民 府 量 的 
项 率 为 零 ， 

在 半 德 六 R 的 球面 上 说 可 以 建立 几 司 学 ， 球 面 上 任意 两 点 
之 条 的 连 缀 就 是 过 该 两 点 的 大 圆 的 画 弧 ， 球 面 上 的 三 肖 形 的 两 
原 中 点 连 线 大 于 底 边 之 半 。 这 是 球面 讨 曲 的 第 时 ， 半 径 为 有 全 的 
球面 的 曲率 规定 为 1/R*:。 有 曲率 者 曲面 的 弯曲 窟 说 也， 

所 谓 负 曲率 曲面 是 措 这 样 的 曲面 : 有 曲面 上 每 一 点 都 有 了 两 个 
相 正 交 的 通过 法 线 的 平面 ， 它 们 与 曲面 的 交 线 是 两 笨 同 相反 方 
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中 用 呈 


sa 


向 弯曲 的 曲线 。 因 为 弯曲 方向 相反 ， 故 称 为 负 曲率 曲面 。 


最 典型 的 例子 是 马鞍 形 曲 面 ( 见 
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落 2 一 8 ,4 中 画 出 的 几 个 关 纸 先 形 状 的 曲面 也 是 负 曲 率 则 
而 。 你 甬 在 这 些 曲面 上 的 每 一 点 处 找 出 两 个 巷 面 使 其 的 得 的 此 
线 弯 曲 方 向 相反 四 ? 

图 ?一 8.4 中 的 赐 面 在 数学 上 敲 个 名 字 叫 伪 球 面 。 它 的 曲率 
是 一 个 负 的 常数 。 我 们 莹 经 指出 过 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 几 条 可 以 在 
人 功 球面 上 实现 。 现 在 我 们 不 妨 用 它 验 证 一 下 关于 三 角 带 两 腰 中 
点 连 线 的 定理 。 我 们 说 伪 球 面 上 任意 两 点 问 连 线 是 指责 虑 间 长 
度 最 得 的 连 线 。 设 想 在 盆 玉 面 上 和 纤 给 三 点 ， 并 用 这 种 过 线 构成 
一 个 兰草 形 。 再 将 两 原 的 中 点 用 最 短线 祖 连 。 从 直观 上 你 就 会 
发 现 中 点 连 线 小 平 启 过 的 一半。 这 是 由 曲面 的 特殊 弯曲 形态 所 
决定 的 、 
读 到 这 里 读者 会 发 问 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 九 何 的 处 卡 荣 模型 
一 一 间 位 园 不 是 平 的 码 ? 它 的 曲率 可 不 是 象 的 ! 这 作 何 艇 释 呢 ? 

庞 卡 莱 的 模型 的 重要 组 成 部 分 是 它 的 非 欧 度 是 。 这 种 特殊 
的 计算 长 音 的 办 法 完全 不 代表 单位 国 的 任何 攻 何 性 质 ， 而 它 实 
质 上 上 代表 着 一 个 曲率 为 ~ 1 的 曲面 的 几何 性 质 。( 现 代 交 微分 风 
何 理论 可 以 入 出 殉 切 的 解释 )。 在 这 种 看 法 下 ,我 们 把 虎 卡 莱 模 


型 中 的 非 欧 度 量 称 作 是 负 则 率 的 ， 


$9 正弦 定律 与 余弦 定律 


在 欧 狼 郊 何 由， 反映 三 角形 的 边 长 与 遍 对 内 月 药 关 系 式 ， 
凤 正 驼 定律 与 余 束 定律， 在 解决 有 有 关 三 角形 问题 册 起 营 章 要 作 


崩 。 
在 非 欧 几何 中 ， 也 有 类 似 的 公式 ， 但 形状 谈 了 祥 。 现 将 它 


们 列 出 如 下， 
s 了 了 上 


正 纺 定 律 ， .sha _ sho - she (9.1) 


sing sing sinp * 


余弦 定律 I， che =chzchb - shashacosy。 (9.2) 
II 一 9939C0S 月 + eosy 
余 惑 定律 U， che Siaasiag 。 《9.3》 


这 里 a，b，c 是 三 角形 的 三 个 边 的 边 长 ，4，8B,，? 分 别 是 #4， 
,5 边 的 对 胡 . 

这 里 的 正弦 定律 与 余弦 定律 I 至少 在 形状 上 与 欧 质 几何 中 
的 公式 有 点 类 似 ， 人 得 余 芯 定律 工 则 在 欧 氏 几何 中 没有 对 应 物 。 

由 余 豆 定律 了 立即 看 出 ， 三 角形 的 三 个 内 前 次 定 了 其 三 条 
边 的 长 度 。 于 是 我 们 再 次 看 到 ， 了 两 个 三 角形 的 内 第 对 应 相等 ， 
则 两 个 三 角形 全 同 。 

当 三 前 形 有 一 个 肉 角 为 直角 机， 比如 ?=z7 2， 则 图 余 藤 定 
律 I 有 

che =chachb, C9.4) 

这 恰好 是 歌 撕 几何 中 的 毕 达 哥 近 斯 定理 在 非 欧 儿 柯 中 的 对 应 
物 ， 但 形式 上 有 了 很 大 差别 

现在 ， 我 们 来 证 明 这 些 定律 ， 

不 失 一 般 性 ， 蛋 定 非 区 三 第 形 入 z12:28 的 三 个 价 成 21,2:， 
zs 放 在 下 述 特殊 位 置 上 上 ，zi=0， 
Fz 一 rr0，Imza2>0 并 且 设 5 一 
jzs|。 又 设 在 顶 虑 zs，2zs，21 钼 六 
的 内 角 分 别 为 6，B，?， 它们 对 过 Va 
的 非 欧 长 座 分 别 为 a，8,，c。 见 
图 2 一 9.1， 

这 桩 由 公式 《4.4) 有 


小 
I 二 logi— > (9.5» 国 2 一 9.1 


人 


s 72 + 


f+o 
b=10g o=|2zs|, 


|1—r2s| + |j2s—r| 
ll—rzs|— lzs~r]" 


由 C9.5) 及 Cc9.6)， 我 们 又 有 


r =th( 3), 0=th(=) 


¢ =I0g 


i - |2,—7 | 
从 { 11 一 rzs | 
通过 计算 木 难 验证 

. 9 [za 一 rr ， o= |2s| 

1 一 65 (Cri oy 
由 欧 氏 几何 中 的 余 芝 定 律 又 得 

0 72TO 一 2oyrcosy 

1 一 6 《1 一 rz3CL 一 CG27 
另外 一 方面 ， 我 们 由 人 .7? 有 

$=th(), 
族人] 

-sh*(5-). 


练习 1 证明 双 曲 正 芒 的 半角 公式 
s/t 
che ~ ?sh (5) 十 1 


由 59.10) 至 C9.12)》 有 


《9.6) 


(9.7) 


(9.8) 


(9.9) 


《9 .107 


9.11) 


《9 ,122 


che = 2 SY 
C1—r*)(C1— 


+r OC +o )— dorcosy 
C1—riCl ~ 0o*) C9.13) 


+1] 


练习 2 证 明 玻 曲 函 数 前 倍 和 站 公式 


sh2r = 25hzchz, 9.14) 
ch2r = 1 sh2x+ch?xr, (9.15) 


由 《9,8) 及 上 述 俏 前 公式 得 到 


1 一 Cha， 1 一 上 PPD， 
F UU 
rsha, Tr shb, 


六 入 C9,13) 即 证 得 了 余 芒 定律 1, 
现在 证 明正 芝 定 律 。 击 余 芒 定律 1 有 
Sinazy Cchachb — che)’ ) ， 
‘shie = 人 ~ shioshibp 5 
_ shash:b— chicch:b.- cha2c + 2chachbehe 


shrash:bsh:e 


1- ch?a— ch*b— chic+t 2chachbche 
sh*ash’: bshie 


lr 


令 上 式 右 端 为 E， 则 EF 关子 4，b，c 是 对 称 的 。 因 此 ， 


Sin? Sin? 
in?e 一 也。 


88 sh7b 


这 样 便 证 明了 正 芝 定 律 ， 
最 后 证 明 余弦 定律 工 ， 令 FE 是 BE 的 分 子 。 那 包 


e 了 和 = 


siny= wF /shoashb, 
同 祥 有 

sinB = /FF /shashe. 

sing 一 wR /shbshe. 
这 样 ， 我 们 有 


COSwcos 有 Tcosy _1 。 
sinsing = 二 (Shashbsh Cc) 
ea {COSTCOSB + O05) 


男 外 ， 由 宗 弦 定律 I 又 有 


chachb — che 
OSV hashp 


chacac — chb 
sos 有 一 shashe 


ohrcehe cha 
cosa nshe 


故 得 


COSCCOS 有 二 Cos _1 hn 2 
一 Cs qshbshiey 


、 [ (chache ~ chbytchbehe — cha) 网 chachb »~ che] 
shashbsh’:e shashb 


一 二 [tchache ~ chhy ehbehe 一 cha) 


+shictechachh ~ chey] 
注意 到 sh:e=cehzce- 1， 上 式 吉 端 经 过 化 简 后 即 得 cac。 这 社 就 


延明 了 余 芝 定 律 蔚 
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§10 直角 三 角形 -一 毕 达 格拉 斯 
定理 的 新 形式 


在 上 节 中 我 们 已 经 知道 ,角度 为 <,8,x/2 的 三 角形 中 成 立 下 
列 公式 ( 它 是 非 败 儿 何 中 的 毕 达 格拉 斯 定理 )， 
che =chachp 
其 中 a，b，5e 分 别 汐 9，B，x/2 对 边 的 非 欧 长 度 。 现 在 我 们 进 一 
步 给 出 在 站 角 三 角形 中 边 与 角 的 关系 式 ， 


sha =shcsing, C10.1) 
thb=theeosw, 10.2) 
tha=shptgr, (C10.3) 


在 欧 氏 直角 三 角形 中 ， 一 个 锐角 的 三 角 函 数 总 代表 着 两 条 
边 的 比 。 从 上 边 的 公式 中 可 以 看 出 ， 这 种 关系 在 非 欧 直 角 三 角 
形 中 变 得 复杂 化 了 ， 但 仍然 有 沙 种 可 类 比 之 处 。 

公式 (10. 了 是 正 芝 定 律 的 直接 扒 论 ， 

为 了 推导 公式 (10.2， 我 们 利用 余 弱 定律 。 出 余 芒 定 律 1 
我 们 有 


chtche -enha 
shbche 


chach:b — cha 


| 


~ shbchachh 
_ ch*b—1 
~ shichb 
一 tbp， 
这 里 用 到 了 chc= 二 chach5b 及 ch?8~ 1 一 sh?5, 这 就 证 明了 (10.,2)， 


theeog 妇 一 


1 7 


由 已 证 明 的 (C10.1) 及 {10.2) 立 即 推 沁 


sha 
chetgc 一 生 8， C10.4) 


防风 
chachbtga==chbsha/shb, 
shbtga=th?, 
这 就 证 明了 (10.3)。 
当 和 车 一 看 到 公式 (10.1) 至 (10.3) 时 ， 我 们 会 感到 似乎 其 中 
无 规律 可 和 寻 。 其 实 不 然 ， 在 平行 前 这 一 概念 的 帮助 下 这 些 公 式 
可 以 用 适当 的 规 员 记忆， 
我 们 知道 ,在 绕 外 一 点 处 的 平行 角 2 只 依 闽 于 该 虚 到 已 知 直 
线 的 牌 直 距离 4。 其 谓 数 关系 记 为 =Ltd)， 并 有 


sinm = Cchday- 1, €10.5) 
也 有 即 

sinL(dN) = {chdy-!. 《10.67 
由 (10.5) 又 不 难 推出 

cosm =thd, tg@ ={shd) 1， 
也 邑 

cosL(d}=thd, tgLody= {shdy- , C10.7) 


这 样 ， 我 们 通过 平行 角 将 双 则 函数 用 三 角 画 数 表 示 出 来 。 
壮 这 种 表示 下 ， 公 式 (10.1) 至 (10.3) 可 以 和 写成 


包工 42) =tgL(a)sina, C10.8) 

DOS 工 (六 ) 一 cos Lc) Cosc, {10.9Y 

tgLibY: cos LC0Y = tga, 10.10) 
而 直 骨 三 角形 的 三 边关 系 则 可 瑟 成 

sinLecy—=sinLtaysinL py), {10,11Y 


关于 和 角 有 8 也 有 类似 于 (10.8) 至 (10.10) 的 关系 式 。 
»77 + 


由 这 些 关 系 式 又 可 以 诱导 出 许多 其 它 关系 式 ， 如 
sinL(cy = tgatgph 10.12) 
sina =sinL (bycosf; sinB =sinL(ayecosa, (C10,13) 
CosSLOn) =ctgL(b tgay cosL(b)}=etgL tia)teB, 

C10.14» 
sing =ctgL(ayte L(tey; sinB=—ctgL (btg Le), 
(10.18) 
记 有 这 些 公 式 可 以 由 下 列 法 则 概 


括 ， 在 图 2 一 10.1 中 ,性 意 一 个 扇 区 

形 中 的 和 量 ， 其 正 营 的 值 都 等 于 它 

当面 的 两 个 扇形 里 的 量 的 佘 苞 之 A/ \ 

染 积 ， 又 等 于 它 相 邻 的 两 个 郧 形 

里 的 量 的 正 茹 之 先 积 。 ED 
懂得 次 到 的 是 在 办 巴 切 夫 斯 J 


基 的 原始 论 交 中 社 没 有 出 更 双 曲 加 2 一 10.1 
吕 激 ,而 是 采用 了 三 角 函 数 及 三 角形 各 边 和 的 LC(9) ,LC(8) 及 Lc， 


§11 内 切 于 三 角形 的 略 不 能 任意 大 


像 在 欧 氏 几何 中 一 厦 ， 在 非 欧 几 何 中 三 角形 的 三 个 内 角 的 
分 角 线 交 于 一 点 ， 并 且 这 一 点 就 是 三 角形 的 内 切 图 的 回 心 。 与 
欧 多 几何 庚 不 同 的 是 ， 非 欧 三 角形 的 内 切 加 的 次 小 只 依赖 于 三 
个 内 角 ， 或 者 更 请 切 地 说 只 恢 赖 于 内 第 的 余弦 。 

设 入 212s2s 是 单位 辐 U 内 任意 结 定 的 一 个 非 网 三 角形 ， 顶 
后 219 223 zs 时 的 内 前 分 别 记 作 &， 8，Y。 不 失 一 般 性 可 设 ?是 
三 个 内 角 中 最 小 者 。 这 样 ，Y 二 /2， : 


s 了 上 * 


过 顶点 z; 与 x 分 别 作 4 与 5 之 分 佣 线 。 设 它们 和 和 交 于 点 w， 
则 w 只 可 能 疙 在 三 角形 的 内 部 
《为 什么 ? 请 解释 )， 有 诈 非 欧 坦 
线段 连结 zs 与 多, 并 自 w 分 曾 向 
三 边 作 和 屡 织 。 由 闻 Y,a/2 及 B/2 
均 小 于 x/2, 故 向 三 边 所 作 垂 线 
的 腺 足 都 菩 在 三 条 边 上 ， 而 不 
落 在 顶点 或 边 的 延长 线 上 ， 见 
图 2 一 11. 1. 一 图 2 一 F1,1 

记 三 个 焉 是 分 别 为 5j，5s，5s， 其 位 置 如 图 2 一 11.1 记 示 ， 
利用 上 节 中 的 公式 ， 并 注意 到 zw 及 zi1w 是 分 角 线 ， 很 容易 推 
出 ，dCw，51) =dCw，58)，d(w，59)==dCw，5s), 其 中 d 表 示 
两 点 的 非 爽 距离。 这样，dCw，51)=dtw，5s), 并 县 再 次 应 用 
上 节 中 的 公式 即 推出 人 E522zsw== zsw， 也 即 23w 是 7 的 分 角 
线 ， 

这 重 ， 我 们 证 明了 


定理 11.1 任意 非 欣 三 角形 的 三 条 内 角 于 分 线 交 于 一 点 ， 
现在 我 们 说 明 汕 平分 强 的 交点 就 是 三 骨 形 内 切 贺 之 全 心 ， 
我 们 仍 利用 图 2 一 11.1。 设 r =dCw，61); 忆 W 汶 由 心 且 以 Y 汶 兴 - 
径 作 非 欧 图 阁 C; 
C={2€U, dw,z)=r), 
由 命 刁 68.1 可 知 ; 点 w 到 三 条 边 上 任意 一 点 的 非 欧 距离 均 不 小 于 
点 W 到 三 边 的 委 线 揭 非 欧 长 度 ， 歼 和 肉 切 于 三 角形 之 内 。 
现在 我 们 计算 C 的 半径 r。 
记 qS(Czl，) 二 0，d(2s，53) = 二 =P， 内 公式 (10.3) 有 
thr =shotaa/2, 


+ 9 2°? 


晓 有 


1+ cosad)thr =2008: 二 多 Fsbo 二 Sinasho, 


11,1) 
同 理 有 有 
(1+ cosp)thr =singshp, (11.2) 
-由 余弦 定律 I， 我 们 又 有 
cosacosB+ cosy -ch 二 py， 《it ,37 


Sinaxsing 


练习 1 证 明 双 曲 余 藏 的 和 育 公 式 } 
chtxr + =chrehy +Shxshy。 


由 双 希 余弦 的 和 角 人 各 式 ， 可 将 (11.3) 改 写成 


cosceosB+ cosr=(chochp + shosho ysinasing 
C11.4) 
也 即 
COSCcosB + cosy — shoshpsinesing 
: =ehochpsinagsing Cli.5Y 
对 于 上 式 两 端 平方 即 有 


(cosacosB + cosy — shosinashpsinBgy? 
=sintach:osin:Fch*p 
=Sin:a(l + sh?o)sin?*Ac] + sh’p) 
一 [YL cos :ay) + sintash:oj[ttl — cos :BY + sin*Bsh’p] 


再 将 上 式 中 和 端的 sinasho 及 sinfshp 分 别 换 成 (11,1) 与 (11.2》 
的 左 端 部 分 ， 然 后 滋 开 并 化 简 即 得 到 


二 二 


Cos 2 二 CO03 有 请 上 CO3H 十 2200SQCOSRCOS -一 工 
2(C1+ cosa}Cl + cosp 1 + cosyy ” 
C1il1.6) 
由 此 公式 看 山 ， 三 角形 的 内 切 回 半径 唯一 地 由 三 个 内 各 的 
余弦 值 决定 。 
更 在 提出 这 样 一 个 问题 : 是 否 三 角形 的 岗 切 况 的 半径 可 以 
任意 大 ? 
回答 是 否定 的 。 绪 论 是 无 论 三 角形 的 边 包 和 必 长 、 基 内 茹 图 
的 半径 将 不 能 超过 一 个 同年 数 ， 
可 尽 证 上 明 表 达 式 (11.6) 的 右 端 在 <c，8，? 者 是 0 时 达到 最 大 
信忠 。 于 是 
]b27 :1/4, 


thir = 


世 好 
thr<<1/2., 
由 此 推出 
1 


1+ 王 
Fr 二 村 log 一- 
1— 


3 = 1083, 
2 围 2 一 -11.2 

r 的 这 个 上 界 是 最 佳 上 界 ， 世 即 不 能 百 改 小 了 。 事 实 土 ,在 
(11.6) 中 令 e 一 上 一 ?并 令 x 一 0 则 r 赵 和 所 上 述 上 上 界 。 这 个 上 界 恰好 


是 一 个 进化 三 龟 形 的 门 蕊 人 及 图 2 一 141.2。 


时 


要 要 过 由 时 


并 且 很 难 起 条 会 这样 的 事 


全 证 明 这 一 虚 要 用 捞 积 分 ,起 时 不 打算 求 得 的 精确 上 界 ， 读 者 可 用 韧 各 办 洼 王 
团 T 这 log3， 见 本 章 末 习 骨 . 


s 


§12 任意 三 角形 总 有 外 接 圆 吗 ? 


在 非 欧 几何 中 ， 这 个 问题 的 回答 是 否定 的 。 

这 个 问题 钼 当 于 下 述 问 题 ， 是 理 任 意 三 角形 的 三 边 的 亚 直 
平分 钱 总 交 了 于 一 点 ? 

在 非 欧 几 局 中 ， 人 任意 线 眉 的 垂直 平分 线 总 是 存在 的 ， 并 且 
牌 直 平分 线 上 任意 一 点 到 已 知 线 假 两 端的 距离 相等 《用 全 同 三 
前 形 证 )。 六 过 来 ,任意 一 点 营 到 线段 两 端 防 离 相等 则 必 莫 在 线 
段 的 垂直 平分 钱 上 上。 

有 了 这 些 说 明之 后 ， 我 们 便 不 难看 册 ， 若 铀 定 的 三 角形 有 
两 条 这 的 垂直 平分 名 相交 于 一点， 
则 该 交 态 一 定 落 在 第 三 悉 边 的 三 直 
平分 钱 上 。 换 名 话说 ， 若 有 两 按 的 
竺 让 平分 然 硝 变 ， 则 三 条 这 的 垂直 
平分 鲁 必 交 于 一 点 ， 

相 侈 民 几 和 何 中 三 前 形 任 意 两 边 
的 垂直 平分 线 不 可 能 不 福 交 。 但 在 
非 葡 刀 何 中 这 种 可 能 性 却 存 在 ! 见 


图 2 一 12.1. 国 2 一 12. 1 
很 自然 地 会 癌 ， 在 怎样 的 条 性 下 才 会 发 生 两 边 的 付 家 平分 
线 不 相交 志 ? 


我 人 还 是 来 性 查 图 2 一 12.1 中 的 非 欧 三 角形 和 zlizszs. 我 们 
假定 #1,，2:， 2: 的 对 边 的 边 长 分别 为 9,8，c， 并 记 48 边 与 6 边 的 
垂直 平分 线 分 别 为 了 与 1 。 

显然 ， 1 与 1. 在 单位 加 内 不 相交 的 充 要 条 件 是 


a" 2 a 


x3L( 二 (人 (12.1) 


关中 4 代表 顶点 zx 处 的 内 和 朋 江 是 罗 巴 切 天 斯 基 亚 数 , 也 就 是 说 ， 
LCb/2) 与 LCc/2) 分 别 是 点 z ;关于 5 与 1. 的 平行 第 ， 
这 就 是 说 ， 当 一 顶点 姓 的 内 角 相 对 于 其 邻 边 的 长 度 大 到 一 
定 窟 度 击 ， 三 角形 就 不 人 可 能 有 外 楼 加 。 大 到 怎样 的 程度 ， 这 是 
很 容易 由 (12.1) 计 算 有 的， 
warcsin (ch2) +arcsin (ch2) . C12.2) 


我 们 称 arcsinCchb/2y-!1 +arcsinCeche/2) 为 顶点 zl 处 的 
上 办 集 ， 当 4 让 与 c 这 增长 时 ， 必 办 和 朗 小 ， 而 当 4 边 与 c 边 演 小 
导 ， 有 临界 角 变 大 。 
当 三 角形 一 顶点 处 的 内 钊 大 子 或 等 于 其 临界 角 时 ， 其 三 边 
的 竹 直 平分 线 彼 此 不 相交 ( 即 平行 或 超 平 行 )， 且 三 钊 形 不 存在 
绍 接 贺 ， 
当 三 角形 一 顶点 处 的 内 前 小 子 其 临界 角 时 ， 其 三 边 的 生 下 
平分 线 丰 充 于 一 点 。 该 点 是 三 角形 外 接 图 之 图 心 . 


8$13 三 角形 的 面积 不 能 任意 大 


这 条 结论 大 约 是 非 欧 所 何 中 最 不容 易 接受 的 命题 之 一 ,在 
欧 民 几 柯 的 固 隐 下 ， 人 们 习以为常 地 认为 当 三 角形 的 三 边 很 大 
了 旦 其 面积 一 定 很 大 。 测 在 非 葡 几 何 告 诉 我 们 ， 无 论 三 角形 的 顶 
点 丰 虫 多 远 ， 三 角形 的 面积 总 不 趣 过 一 个 固定 值 。 一 一 这 真是 
“出 有 此 理 ”! 
其 实 ， 三 角形 的 面积 可 否 和 任意 大 这 件 事 等 价 于 欧 几 里 德 的 
+ 身子 


平行 公 次 是 咎 成 立 ， 

著名 数学 家 高 斯 早 就 注意 到 了 这 一 点 。 他 在 1799 年 写 给 波 
里 挨 的 和信 中 说 道 ， 

“至 于 说 到 我 ,我 在 我 航 工 作 中 已 取得 一 些 进 展 , 央 而， 

我 选择 的 道路 决 不 能 半 致 我 们 寻求 的 目标 [ 证明 平行 公 

设 j; 而 你 让 我 确信 你 已 达到 。 这 似乎 反而 迪 使 我 怀疑 几何 

本 条 的 真 理性 。 诚 然 ， 我 所 得 到 的 许多 东西 ， 在 大 多 数 人 

着 来 者 可 以 认为 是 一 种 和 证明} 而 在 我 眼中 它 却 什么 也 没有 

证 明 。 例 如 ,如 采 我 们 能 够 证 明 可 以 存在 一 个 直线 三 角形 ， 

它 的 面积 大 于 性 何 给 定 的 面积 的 话 。 那 未 我 立即 能 地 对 严 

密 屯 证 明 全 部 区 成 几何 。 

大 多 数 人 肯定 会 把 这 个 当 作 公理 ; 但 是 我 ， 不 ! 实际 

上 ， 三 角形 的 三 个 顶点 无 论 取 多 么 远 ， 它 的 面积 可 能 永远 

小 于 一 定 的 极限 。“ 

在 高 斯 的 这 封 信 中 ， 清 楚 屯 表明 他 已 经 认识 到 三 角形 面积 
可 以 任意 大 蕴含 着 欧 几 里 德 第 五 公设 成 立 ， 并 且 他 宁肯 认为 三 
角形 面积 不 能 任意 大 而 不 愿意 把 三 角形 面积 可 以 任意 大 作为 从 
理 隋 认 。 上 只 有 作 高 斯 这 样 带 大 的 数学 家 才 有 区 渤 蛆 识 ! 

现在 ， 我 们 装 手 解释 在 非 软 几何 中 为 本 和 三 角形 的 面积 不 
能 任意 大 ， 

先 引 入 角 欠 的 报 念 。 在 非 欧 平面 上 ， 由 若干 条 前 线 眉 组 成 
的 一 个 多 边 形 被 称 之 为 凸 的 ， 如 果 其 中 任意 两 个 顶点 之 连 线 均 
森 蓝 在 多 边 形 之 外 。 任 意 一 个 凸 多边形 总 可 以 用 顶点 间 的 连 线 
分 解 成 t+ 一 2 个 三 衣 形 之 并 ,这 里 # 是 多 边 形 的 边 数 。 由 于 每 个 三 
首 形 之 内 第 和 小 于 zz， 故 酉 的 # 边 形 的 内 和 和 小 于 Cr 一 25。 设 
一 晤 多 边 形 T 的 内 前 为 4&1，…，0,， 则 蔗 


CR DT COs te +) 


: 本本 


被 称 作 T 的 角 欠 ， 记 为 0CT)。 

在 欧 拱 几何 中 ， 角 闪闪 是 零 ， 但 在 非 欧 几 何 中 ， 角 闪 益 是 
正 的 ， 

很 明显 ， 角 欠 有 如 下 的 性 质 ， 

(i) 蔡 两 个 晤 多边 形 T, 与 ;全 同 ¢ 世 即 缀 这 一 个 运动 使 了 
与 ,重合 )， 则 oT1) =o(T;) 

(ii》 若 凸 多 边 形 T 被 一 直线 
所 鹤 而 分 解 成 两 个 多 边 形 了 了: 与 
了 :之 疗 , 风 GT 一 DT + oO(T,), 
见 图 2 一 13.1， 

信人 感到 意外 的 是 在 非 欧 几 
何 中 ,和 角 欠 与 面积 育 一 定 的 联系 。 用 2 一 地. 

什么 是 面积 ? 我 们 不 打算 给 出 面积 的 严 宪 定义 。 但 是 我 们 
确信 一 个 图 形 “如 多 边 形 )T 的 面积 s 基 由 7 确定 的 一 个 正 数 《 记 
为 stTY)}， 它 至 少 有 下 列 两 条 基本 性 质 : 

(C1) 车 TT 与 Ti 全 同 ， 出 secT) = scT, 7 

《这 》 车工 被 分 解 为 了 与 Ts 之 苍 ， 刚 SCTD 一 SCT 十 3 开 se 。 

从 性 质 上 看 它们 多 人 么 与 角 欠 的 相似。 


命题 13.t 车 两 个 三 角 形 角 欠 相等 且 有 一 组 对 应 边 等 长 则 
两 个 三 角形 的 面积 相等 。 

证 ” 谍 有 两 个 三 角形 ， 六 zi7szs 与 六 WiWwaws， 它 们 的 前 
欠 相 等 县 z1 的 对 边 与 w: 的 区 边 等 长 。 

在 z172 与 212s 边 分 别 取 中 点 5 与 1 用 非 胸 直 线 1 连结 与 人 
然后 自 点 z1 间 1 作 垂 线 ， 设 垂 足 为 上 。 取 5 E11 使 得 4(51，) 一 
GE53， 目 与 5 分 居于 E 的 两 侧 ( 除 非 上 与 6 重合)。 再 用 类 乌 的 
办 法 了 到 定点 5s。 连结 “与 zs 上 与 3s， 即 得 到 一 个 海 雅 姆 -- 萨 
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开明 四 边 形 ， 记 之 为 T,。 完 全 以 同样 的 办 法 ， 关于 人 Wwsw。 
又 得 到 易 一 个 海 雅 姆 - 萨 开 时 四边形， 记 之 为 T，， 


Cry 


| 


< < 
Ca) {iby 
团 2 一 13.2 

根据 面积 的 性 质 (i) 与 Gi 让, 并 注意 到 和 信 2167 与 八 xa5 :1 全 同 
及 和信 X156 与 八 x2615 全 同 ; 不 难 腹 出 信 z12szs 胸 面积 等 于 TT 的 面 
积 . 同 理 ， 人 和 八 WiWsWws 的 面积 等 于 T, 的 面积 ， 

根据 第 欠 的 性质 (iD 与 ii， 又 不 难看 出 人 zizszs 与 了 1 有 相 
同 的 和 和 欠 ， 而 Awiwaswas 与 1 人 相同 的 前 欠 。 另 一 方面 ， 两 个 
三 角形 角 欠 祖 等 ,， 改 了 :与 :有 相同 的 朋 炙 。 这 进一步 意味 着 它 
们 的 底 角 下 等 ， 

通过 运动 使 详 边 W:ws 移 至 ?2a3， 并 使 TT; 的 两 腰 分 别 与 T' 
的 两 腰 重 合 ， 这 时 车 ui 及 >: 个 分 别 与 :及 :重合 ， 基 必得 到 一 
个 定 形 v025s51 ， 见 图 2 一 13.3。 Ul Ey 
这 与 已 证 荫 的 矩形 之 不 存在 六 站 . E E, 
于 是 了 与 7, 全 同 。 特别 地 , 它们 的 
面积 相等 。 由 此 推出 原来 两 个 三 角 
形 有 相同 的 面积 、 证 毕 。 

现在 我 们 进一步 说 明 命题 13.1 
中 的 一 组 对 应 边 相 等 这 一 条 件 是 多 图 2 一 13,3 


a BE » 


余 的 ， 也 就 是 说 ， 若 两 个 三 角形 的 角 欠 相等 ， 则 它们 的 面积 枯 
等 ， 
假定 入 ?17274 与 和 wiwsWs 的 角 儿 和 等， 但 212: 与 Wi 过 
长 不 等 ， 不 妨 设 后 者 镑 长 。 懂 用 图 2 一 13.2 中 (oa)， 游 碟 海牙 姆 - 
萨 开 里 四 边 形 上 esyszs， 其 中 过 上 与 3 的 直线 记 为 由 于 wiws 
的 长 座 大 子 7124 的 长 度 ， 帮 Wiw: 的 长 度 的 一 半 一 定 大 于 四 这 
形 s1622374 的 谭 长 ,这 样 ,在 I 上 存在 一 点 & 使 得 ?: 强 s 的 距离 愉 
好 是 ww 长度 的 一 半 。 连 结 ?, 与 5 并 延长 至 点 !, 舍得 ES 恰好 
是 中 点 。 再 连结 冯 与 zs， 风 不 难 证 明 和 zfzazs 同样 以 四 边 形 
iaszsazo 为 其 海 雅 姆 - 萨 开 里 四 地 形 ， 这 样 ， 入 zizasas 的 第 民 和 
四 这 形 eipszszs 的 第 欠 祖 等 ， 因 而 入 zzazs 与 入 ztzszs 的 前 多 相 
等 。 
总 之 ;我 们 有 三 个 三 前 形 ， 六 zzszsy 上 2z1zazay 上 miss 
它们 的 第 如 家 等 ， 并 有 昌 前 两 个 三 角形 与 后 两 个 三 角形 中 都 各 有 
一 组 边 对 应 神 等 。 于 是 两 次 应 用 合 古 13.1 就 得 到 第 一 个 与 第 三 
个 三 骨 形 曾 积 相等 。 也 就 是 说 ， 我 们 证 明了 


命 亚 13.2 人 角 多 相等 的 三 骨 形 面积 相等 ， 
设 s 一 fc) 是 三 前 形 角 从 0 与 其 面积 * 的 对 应 关系 。 又 设 三 
种 形 入 的 前 右 半 a, 将 入 分 解 为 两 个 三 角形 入 1 汪 入 :之 并 。 假定 
0 与 cx 分 加 大 六 与 人 :的 攻 欠 ， 那 么 0 一 oil+cs .和 假定 8 与 3 
耸 别 是 六 ,与 六 :的 面积 ， 那 各 5 = ol， =j (900,)， 且 有 
51+ 3832 二 fC0)， 也 即 
fo + od = 了 (0) + f(t0s, C13.1) 
定义 在 正 实 轴 寺 的 一 个 实 函 数 ， 著 满足 上 述 关系 式 则 一 定 
是 线 人 性 函 莹 ， 也 邑 存 于 常数 & 使 得 
fo) =Ko， 《13 、27 


由 可 7 和 


也 匈 三 着 形 的 面 犁 
S=kR(T— 2 -B+), (13.3) 

其 中 mp,? 为 三 角形 的 三 个 内 和 。 

在 公式 (13.2) 与 《13.3) 中 的 常数 丰 依赖 于 面积 单位 或 
”长 度 单位 的 选 了 到。 在 庞 卡 莱 模 型 中 ， 我 们 定义 了 两 点 间 的 非 欧 
长 度 ， 实 际 上 是 给 出 了 长 诬 单 位 。 因 此 ， 我 们 应 当 能 定 出 常数 
的 大 小 。 下 面 将 看 到 这 说 K 恰 好 是 1。 

公式 (13.2) 与 (13.3) 对 于 一 切 三 角形 独 成 立 ， 为 了 定 出 & 
的 值 , 我 们 者 嵌 特 殊 的 三 角形 。 恋 入 ,是 一 个 非 区 直角 三 角形 ， 
其 顶点 为 o，r，ri 其 中 r 是 充分 小 的 正 数 。 记 5 为 入 :的 非 欧 面 
积 ，0. 为 入 ,的 角 儿 ,很 独 公 式 应 有 


3 一 天 CO 《13 ,4 
圭 此 ， k = lim (C13,5) 
TT Fr 


设 pCz) 是 z 处 的 非 欧 度 量 窗 度 ， 也 即 
pt2) 一 Tar » EU, 
我 们 马 经 知道 ptz2? 代 表 非 欧 长 度 砚 欧 氏 长 度 在 点 z 的 换算 窜 , 也 
就 是 在 z 点 附近 , 章 亿 葡 氏 长 度 的 p(2) 倍 等 于 相应 的 非 欧 长 度 。 
这 样 一 来 ， 在 ?点 附近 ， 单 位 欧 氏 面积 的 pz 倍 等 于 相应 的 非 


欧 面 积 。 在 这 种 君 法 下 ， 我 们 有 估计 式 
mA minp (C2) Es PK 上 maxp (2)} (13.6) 


其 中 mC 入 站 表示 人 入 ,的 欧 针 面积 ， 而 maxP (?) 与 minp 《2z) 分 出 


霄 示 p?(z) 在 入 .内 的 最 大 值 与 最 小 秆 ， 
根据 三 角形 入 ,的 到 法 及 Pp 人 允 的 表示 式 ， 我 们 有 
Min pO oO 


» BS * 


于 是 不 等 式 (13.6) 蛮 成 


mAN Es, < Em A,), C13.7) 


《一 Cr 
现在 我 们 来 计算 CA) 与 0,， 


图 2 一 13.# 


证 和 .的 非 雪 前 边 所 在 的 山 周 为 C. 刚 C 与 单位 圆周 3 正 变 (在 
图 2 一 13.4 中 玉 画 出 S)。 这 桩 点 7? 关于 3 的 屠 欧 点 1/r 也 在 C 上 , 设 
C 的 圆心 为 £&， 半 径 为 R， 自 向 芝 [r+，1/r] 作 重 线 bw 并 连结 
tr ， 往 容易 看 出 八 , 的 锐角 等 于 Ariw， 记 之 为 &.。 则 cr 一 下 /3 
20, 并 有 
R=1 (1-7) / sive,. C13.8) 
连结 :与 ri， 很 容易 看 出 此 连 线 与 5rY 之 夹 第 恰好 等 于 入 , 的 
凶 欠 c: 请 该 者 证 明 这 一 点 )。 这 样 ， 六 :- 指 欧 氏 面积 
FTC Ar 一 rR C0, sino,)。 cl13.9) 


另外 一 方面 ， 我 们 又 有 


如 了 一 
政和 下 .一 一 一 一 r 
pp 5 ww 2 本 


» SO + 


由 《13,8) 此 式 可 写成 
(二 -sn 一 2rsine， 13,10) 


注意 到 极限 csinz) /xz 一 lr 一 0) 及 r 一 0 网 5, 一 0D， 我 们 得 到 


sin -2 
2 
0 
2 
由 (13.10》 即 有 
， 加 
2 -i 2 Sing, 
jirr lr -一 一 ]，。 


藉 G, 一 Dr 一 0) 立即 淮 则 一 TELr 一 0。 这 样 上 式 可 敢 写 成 


lim 2 C13.11) 
宁 个 等 0 以, 然后 了 级 限 即 得 到 
= 4 jlinma 一 A (13,12) 


tO0 r T 一 


由 (C13.9) 及 (13.11})， 我 们 有 


lim A lim limB R? (~ sing. 二 ) 
了 r r= 2 7 
= (1 se.) fo 
和 . 
人 


.下面 我 们 要 证 明 上 式 右 端 之 极限 为 罕 ， 由 会 劳 公式 凶 有 


0 当 r-0 村 ， 六 .的 非 政 面积 趋 于 堆 故 其 月 灾 也 趋 于 零 。 
加 和 训 劳 (Taylor，3583 一 1731， 


4 和 9 站 < 


lim (> ~-r) -= 证 全 


不 了 解 台 劳 公式 的 读者 直接 承认 这 个 极限 为 零 就 是 了 。 由 直观 

上 看 承认 这 一 虑 并 不 困难 。 大 家 知道 这 一 项 的 产生 是 由 号 形 引 

起 的 ， 这 一 项 极限 为 零 就 相当 于 说 ， 当 r 一 0 时 弓形 的 面积 与 三 

角形 胸 面 积 相 比 可 以 忽略 不 计 。 这 在 直观 上 是 可 以 接受 的 ， 
总 之 ， 我 们 证 明了 


一 1 


r=0 OJ. 


回忆 (C13.5) 式 即 推出 k==1， 也 就 是 说 三 角形 的 非 欧 面积 公式 是 
Ss=NA—0—-B-Y 
其 中 ， 有 8，Y 是 三 个 内 各 。 
六 


日 和 省 


明和 


一 《下 一 2)xX— #1 ‘a 
其 市 gj，.…，g 为 多 边 形 之 内 和 角 ， 

节 后 我 们 返 到 本 节 开 始 时 提 到 的 问题 上 ， 即 三 角形 面积 不 
超过 一 个 固定 数 ， 这 在 直观 上 很 难 接受 。 这 主要 原因 在 于 欧 氏 
儿 徊 的 观念 在 人 入 们 的 头脑 中 根深 带 间 .在 画 积 问题 上 ， 长 乘 宽 
等 于 窍 形 的 回 积 ， 拭 困 高 之 半 是 三 角形 的 面积 ， 这 些 公式 已 经 
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可 以 为 常 。 在 欧 氏 凡人 笨 里 三 角形 三 个 顶 扎 趋 于 无 穷 ， 当 然 意 时 
着 底 与 高 之 积 无 跟 增 大 。 但 是 ， 在 非 菊 几何 里 这 些 公式 统统 不 
成 立 了 。 这 首先 是 因为 虚 形 之 不 存在 。 欧 氏 几 何 中 三 和 区 形 向 用 
公式 基于 抵 形 酒 积 公 式 ， 而 矩形 面积 公式 又 基于 这 样 的 观察 
一 个 矩形 中 包含 了 长 乘 以 宽 这 公 多 个 单位 正方 形 。 但 在 非 葡 几 
何 中 没有 此 形 更 谈 不 上 正方 形 。 这 亿 得 我 们 失去 了 用 正方 形 直 
接 定 义 面 积 的 可 能 ,同时 使 得 三 角形 中 底 莱 以 高 尘 去 了 元 何 的 
意义 ， 这 个 积 不 再 眼 面 积 相 关 。 当 非 欧 三 角形 三 个 顶点 新 向 无 
穷 时 ， 庶 乘 久 高 揭 积 是 无 限 增 大 ， 但 面积 却 不 然 ,因此 ， 忘 控 ， 
殉 兵 几 得 中 的 公式 才能 接受 现在 的 绪论。 

在 非 欧 三 角形 中 ， 随 着 顶点 趋 于 无 穷 ， 邻 边 捍 近 的 性 度 也 
就 增 大 。 边 的 增 太 对 夯 积 的 赠 大 是 不 成 比例 的 。 因 此 ， 顶 点 趋 
所 无 穷 并 没有 导致 面积 的 无 限 准 大 。 

在 线束 本 节 届 还 应 该 指出 , 三 角形 入 的 非 欧 面积 :可 以 通过 
量 积分 表示 


s= | perce tinddrdy 


=|| A4drdy 
-2 


熟悉 微 积 分 的 读者 不 妨 试 善 用 积分 证 明 三 角形 的 面积 公式 . 但 
是 这 也 要 花 相 当 的 力气 ， 决 非 举 手 之 劳 。 一般 书 上 只 在 用 上 半 
平面 作为 非 欧 几何 模型 的 时 候 证 明 这 个 公式 ， 因 为 这 与 度 量具 
度 变 得 简单 ， 积 分 易于 处 理 ， 


§ 14 非 欧 加 


到 一 上 各 太 的 非 欧 邮 离 小 于 给 定 正 数 + 的 集合 : 
D={zEU, d(2057) <r)} 


| Sr Fs a A Er MT ie FE oe hh EY ot -re he lr 


因此 ， 住 意 一 个 惧 r 为 举 径 的 非 欧 圆周 的 阅 长 是 


4zth- 
一 2TShr 。 


1 th: 
2 
这 里 用 到 公式 25hxchzx 一 sh2z。 我 们 用 工 表示 以 r 为 半径 的 非 欧 
图 局 之 菲 欧 长 谋 ， 则 有 公式 
工 一 2TSbr 。 C14.1) 
它 告 诉 我 们 在 非 欧 儿 何 中 圆周 长 不 再 与 半径 成 正比 ， 而 是 与 半 
径 的 双 曲 正 茧 成 正 出 。 这 就 是 说 ， 当 半径 增 大 上 时， 罗 周 的 周 长 
将 以 很 高 的 速度 增 大 ， 
现在 我 们 讨论 非 欧 贺 的 面积 。 为 此 我 们 先 来 考虑 一 个 硼 形 
的 非 欧 面积 ， 


图 2 一 14.,1 


| 考 虚 遍 形 zo057， 其 中 zo 一 0，” 落 在 正 实 轴 上 ， 虱 形 的 举 径 
为 六 欧 氏 长 度 ) ,山形 的 中 心 第 为 9。 设 大 蚌 点 5 关于 实 轴 之 对 称 
占 。 过 点 及 &' 作 圆周 C, 使 之 与 单位 圆周 3 正 交 (3 在 图 2 一 14.1 


| .94 。 


中 来 面 田 )。 设 点 ae<<1) 是 C 与 正 实 办 的 一 个 变 点 ， 那么 点 a 关 
于 5 的 对 称 点 ， 也 即 点 1/a， 一 定 也 落 在 C 上 。 这 时 C 的 圆心 为 
E 一 《1/a+a)/2， 而 的 半径 R=(1/a 一 a)/2， 

连结 zo 与 & 并 让 长 之 ， 与 C 交 于 点 5&* 。 则 &* 是 点 & 关 于 5 的 对 
称 成 。 于 是 


| 人 一 各 | = 二 ~ p. 
又 自 回 心 E 向 怠 絮 * 作 中 牌 线 交 茂 于 mw。 由 图 2 一 14.1 有 
二 (e+ 二 ) eos0 = (p+). 《14 ,24 
另 一 方面 ， 车 0 是 图 2 一 14.1 所 示 的 夹 币 ， 则 吝 
(sino =psir0, C14 .37 


于 是 出 (14.2) 及 (14.3) 有 有 


六 oiing 
cosp Sing 1 
了 
1 p+ pp psing 
COS0 Sing “ 
以 上 两 式 相 先 即 又 得 
1 2 
1 = (e+ 万 | PS 
4c0s:0 sin’g “ 
世 坦 
了 
4Sin2zccos: 昌 一 (p 十 三 ) sin*o ~ 4p25inzocos2p 


从 这 个 等 式 中 解 出 sinc 即 有 
» 95 * 


in 一 2psindcose 


1 


OG Cl#.4) 
(p+ 3) 一 4c0828 


我 们 将 以 z。，E 和 a 为 项 点 的 非 网 三 角形 记 作 入:。 则 入 ,是 
一 个 直角 三 角形 。 根据 攻 切 角 与 中 心 前 的 关系 ， 很 害 易 证 朋 ， 
0 恰好 等 于 在 E 点 好 C 的 切线 与 弦 弛 的 严 第 。 设 入 ,在 顶点 8 的 
内 角 为 68。 这 样 ， 我 们 有 


开 
站 十 丘 十 站 一 一 
B 2 


也 即 0o= 汪 -8-8. 


也 就 是 说 ，o 恰 好 是 入 ,的 角 欠 ， 也 即 和 从。 的 非 欧 面 积 ， 
现在 我 们 令 


8 一 天 一 于 2 
全 


又 令 0, 是 入 。, 的 非 欧 面积 。 则 由 C14 43 有 


. sing cosg 
S11, — PSINUCOSG, 


Co 1 
(p+ 7) 4C03 日， 


另 一 方面 ， 当 ?充分 大 时 ， 也 邵 g, 充分 小 时 ， 人 入。 的 非 区 
面积 和 以 p 为 半径 、9, 为 中 心 龟 的 遍 形 的 非 欧 面积 相差 无几 , 子 
是 ， 若 4 是 以 原点 为 中 心 、 以 P 为 半径 《 欧 氏 ) 的 图 的 非 欧 而 


积 ， 则 
A =lim no,, C14.6) 


No 


利用 极限 ”lim -< 1 (14.7) 


。 96 * 


并 注意 到 #1 一 co 时 0, 一 0， 我 们 有 
六 = 二 lim nsinc，， 


To 


211DSino .cos8, 


世间 A =lim 《14 .87 


再 次 利用 cl14.7) 有 有 


， 、 . si 
lm nsing, = 2xlim Sing, 
EE 一 [号 此 一 : 4 TT 
天 
. ， Si 
一 2rjin 一 一 二 


= 一 2 
注意 到 cosB, 一 1(n 一 co)， 由 (14.,8) 立 即 推 上 得 
_ 二 开户 
+ 了 
一 一 4 
V (e+ 2) 


_ AN 


二 


1 一 所 2 


这 里 2 是 圆 的 欧 氏 半径 。 若 设 该 贺 的 非 欧 半径 为 r， 屠 么 p= 
th(r/2)。 于 是 ， 我 们 有 


4nth? 
有 2 = 4Tsh 
1 th: 2 
它 


总 之 ,我 们 证 明了 性 意 一 个 以 上 为 半径 的 非 欧 贺 的 非 欧 让 积 
站 有 如 下 的 公式 z 
站 一 478h* C14.9) 


> 7 。 


由 此 看 出 当 r 一 oo 时 ，A4 以 r 的 指数 次 方 趋 于 无 穷 。 又 因为 
人 ee 


过 一 4 下 ， 
4 


= T(te'+e "— 2), 
而 L=xCer— er), z 
放 当 r 一 co 时 ， 非 殉 贺 的 面积 与 其 周 长 之 比 趋向 于 1 . 这 与 至 氏 
几何 中 的 情形 大 不 相同 。 在 欧 氏 九 何 中 ， 图 的 面积 与 其 周 长 的 
平方 成 正比 ， 当 半 色 趋 于 无 穷 时 加 的 面积 与 其 周 长 之 比 赵 于 无 


穷 。 


$15 极限 圆周 一 -一 种 欧 民 几何 中 没有 的 圆周 


在 欧 氏 几何 中 ， 直 线 与 回 周 是 两 种 基本 基线。 但 在 非 欧 几 
何 中 ， 除 了 直线 与 回 周 之 外 ， 还 有 两 种 且 线 ， 那 就 是 极限 圆周 
与 超 圆 周 . 

在 经 典 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 ， 概 限 回 及 超 回 的 概念 起 着 
十 分 重要 的 作用 。 

本 节 中 先 讨论 极限 圆 及 其 加 局。 

在 欧 氏 几何 中 ， 过 给 定 的 两 点 作 回 周 C 。 当 C 的 半径 趋 浊 
于 无 穷 时 ，C 的 极限 是 过 给 定 两 点 之 直线 ,在 非 欧 几何 中 不 成 
立 了 . 

设 z: 与 2 是 U 内 任意 两 点 。 考 虑 过 z: 与 zs 的 任意 一 个 非 欧 
加 局 C。 根据 上 节 中 的 说 明 C 也 是 一 个 吹 氏 圆周 。 显然 ， 当 C 
的 非 欧 半径 无 限 增 大 上 时，C 的 极限 是 一 个 切 于 单位 圆周 S 的 欧 氏 
圆周 ( 兄 图 2 一 15.1)。 这 个 欧 氏 图 周 既 不 是 非 欧 圆周 ,也 不 是 非 
葡 让 线 ， 我 们 给 它 起 一 个 专门 的 名 字 ， 裤 限 圆周 ， 或 者 无 限 远 


， dN 


国 局 .在 网 氏 几 何 中 很 难 找 册 这 种 曲线 的 对 应 物 ， 

包含 于 极限 圆周 内 部 的 点 集合 被 称 为 极限 贺 . 

极限 贺 或 极限 圆周 可 以 看 作 是 圆心 在 无 穷 远 的 图 或 圆周 ， 
其 圆心 是 它 与 5 的 切 点 ， 


国 2 一 15.1 团 2 一 15.2 


极 跟 贺 仍然 保留 着 某 些 非 欧 圆 的 共同 性 质 。 如 过 非 欧 圆 之 
圆心 的 任意 一 条 非 葡 直线 一 定 与 非 欧 圆周 正 交 。( 这 一 命题 请 读 
者 自己 证 明 。 提 示 ， 当 非 欧 圆 之 圆心 取 在 原点 果 这 一 合 题 显然 
成 立 .)? 对 于 极限 加 而 言 ， 任 意 一 条 趋向 手 极 限 加 之 圆心 的 非 欧 
直线 一 定 与 极限 加 局 正 交 ， 郊 图 2 一 15.1。 久 训 , 非 欧 圆周 的 弦 
的 垂直 平分 线 《〈 非 欧 ) 一 定 遂 非 欧 加 之 图 心 .< 这 一 命题 也 请 读 
者 自己 证 明 ,) 对 于 极限 圆 而 言 这 一 命题 也 成 立 , 见 图 2 一 15 ,2。 

另外 ， 丙 个 相 切 的 非 欧 略 局 ， 两 圆 之 园 心 的 非 哆 连 线 一 定 
通过 切 点 。 寻 于 极限 贺 也 有 类 似 的 命题 ， 设 C1 与 C ;起 两 个 粗 
切 于 肖 益 点 的 极限 属 周 ， 又 设 21 与 656: 分 别 是 C1 与 5 :的 圆心 . 
若非 欧 直 线 1 的 两 端 分 别 趋 铭 于 61 与 fs， 则 1 必 通 过 两 极限 圆周 
的 切 点 ， 见 图 2- 一 15.3。 证 明 是 十 分 容易 的 ,只 要 将 C1 与 C :的 
切 点 用 非 欧 运 动 移 至 原点 就 一 目 了 然 了 。 

令 人 有 点 意外 的 是 ,所 有 的 极限 圆 都 是 全 同 的 ,也 就 是 说 ， 


尝 国 昌 司 和 则 时 有 叱 咖 王 


性 总 两 个 极限 加 都 可 以 经 过 道 当 的 非 欧 运动 使 它们 完全 重合 。 
» 0 


设 DD 1 与 D :是 两 个 尾 意 给 定 的 极限 圆 ，C 1 与 C :分 别 是 它 
们 的 边界 ，5; 与 6: 分别 是 它们 的 圆 旋 。 在 C1 与 Cs 上 分 曾 到 定 
一 所 z: 与 ?2 。 取 两 个 保持 单位 圆 吕 
不 变 的 分 式 线性 变换 f 与 1;， 使 得 
ft21) =0,f zo) 一 0, 这 秽 j (C1》 
与 1.《C :) 是 两 个 通过 了 原 成 的 极限 
圆周 , 设 Wi 二 jC51) Ws 二 了 05s)。 
则 WwW, 与: 分别 是 J1(C1) 与 1 CC,) 
眼 章 位 辐 周 的 切 上 成。 表 经 过 一 个 旋 
转变 挽 9， 即 可 将 Wi 移 至 w，。 这 时 图 2 一 15.3 
gCf1CC 1)) 与 fC ;) 是 都 切 于 ws 且 通 过 原点 的 圆周 ， 必 定 重 
全 在 一 起 。 于是， 9 以 有 1 世 必 与 f(D3) 重合 ， 见 图 
2 一 15.4(a) 与 (5 )。 


的 2 一 15, 志 


在 图 2 一 15,5 中 画 出 了 大 大 小 小 的 极 跟 独 . 尽 管 它们 看 上 去 
大 小 各 异 ， 甚 至 一 个 包含 于 另 一 个 之 中 ， 但 是 根据 上 述 结论 ， 
它们 彼此 都 是 全 同 的 。 真 奇怪 ， 一 个 极限 圆 居然 跟 它 的 一 个 天 
子 集合 全 同 ! 也 就 是 说 ， 一 个 极限 图 不 仅 可 以 眼 它 的 一 个 真 于 


* O00 + 


集合 建立 一 个 1-1 鸡 应， 而 且 这 个 对 应 保持 非 菊 下 亢 不 变 , 你 能 
解释 这 一 现象 四 ? 


$16 起 贺 周 ~ 一 另 一 种 欧 民 几何 中 没有 的 加 周 


在 欧 氏 几何 里 ,到 一 已 知 直 线 的 距离 小 于 一 个 略 定 数 d 移 态 
集合 是 一 个 带 形 域 ， 其 边界 是 在 已 知 直 钱 两 侧 的 两 条 平行 线 。 
这 一 命题 在 非 欧 几何 中 会 怎样 呢 ? 

设 1 是 一 条 给 定 的 非 欧 直线 。 记 dz, 妃 是 点 z 到 ;的 非 欧 距 衣 
《 见 8 6 。 又 设 g>0 是 在意 稍 定 的 正 数 。 我 们 称 集 全 

D={zEU, dcz, Dy dad} 
为 关于 工 的 一 个 超 男 域 . 

首先 ， 我 们 谱 当 和 弄 清 超 辐 域 的 边界 是 什么 ? 

超 贺 域 的 达 界 不 是 平行 于 已 知 非 欧 直 线 的 非 欧 二 线 ， 因 为 
平行 钱 癌 的 距 高 不 是 一 个 常数 。 这 一 点 与 欧 氏 几何 中 情况 不 同 


了 了 。 
下 面 我 们 证 明 ， 超 图 域 的 过 界 是 落 在 已 知 非 欧 直 线 两 侧 的 


， 和 了 站 了 * 


两 个 欧 氏 贺 弧 。 
不 失 一 般 性 ,假定 已 知 非 欧 直 线 1 是 实 轴 上 上 的 区 间 (《- 1,1)。 
这 时 超 圆 瑞 DD 揭 边 界 是 
{zxEU, dlz, DD) =d). 
它 显 然 有 两 支 ， 上 半圆 中 一 支 ， 下 半圆 中 一 支 。 只 讨论 上 半 图 
中 的 一 支 就 足够 了 。 设 
C={xEU, dz, DD=d, Im 220 
更 在 证 明 C 是 一 个 欧 民 圆 纸 ， 其 端点 为 -1 与 工 。 
设 zE 蕊 十 生意 一 点 ， 从 原点 到 点 z 的 连 线 与 实 轴 之 赤 角 为 ' 
2。 我 们 只 须 讨 论 0<e<F 的 情况 。 在 图 2 一 16.1 中 考虑 以 0， 
zx“ 为 顶点 的 直角 非 欧 三 角形 。 由 8 10 中 (10.1) 有 关系 式 ， 
shd 一 She Sinc， 《16 ,12 
其 中 ce 是 成 2 到 原点 的 非 欧 上 距离。 也 即 


c=log -2 ， | 中 = 由 人 (C16.2) 


很 容易 证 实 ， 


2th 二 
she 一 2 ， 
1 一 th 
2 -到 0 
于 证， 我 们 则 C16.2) 有 
she = 27 
1— 1z]*" 


这 样 ，(16.1) 可 以 改写 为 2 16.1 
1— |z|*=2RIz|sing, R=(Cshdy- 1., (16.3) 
售 z 二 +iytx,yE 最 )， 则 y= 二 |z|sing， 并 且 有 

1=x: y+ 2Ry 


* J02* 


一 一 -一 一 


世 郧 1+Ri=r:+ (Cy+ Ry*, C16.4) 
可 见 ，C 是 一 条 网 优 加强 ， 端 成 为 -1 及 1， 

这 样 ， 我 们 证 明了 超 图 域 的 边界 是 两 条 欧 氏 加 弧 ， 它 们 关 
于 给 定 的 非 欧 直线 对 称 ， 并 且 与 该 非 欧 直 线 在 单位 圆周 上 有 共 
同 的 端点 . 

超 圆 域 的 边界 被 称 为 超 回 周 ， 

显然 ， 并 非 饪 意 两 个 超 图 域 都 
全 同 。 这 取决 于 趣 圆周 与 已 知 非 欧 
让 线 在 端点 处 的 交角 . 

辐 顾 我 们 在 非 欧 儿 何 中 所 涉 及 
的 曲线 ， 非 欧 直 线 ， 非 欧 同 周 ， 极 
限 贺 周 与 超 圆 局 。 这 四 种 曲线 在 斋 


卡 葬 模型 中 都 是 欧 氏 圆 弧 〈 包 括 间 轿 2 一 15.2 
线 弧 》 或 图 周 ， 
非 殉 直线 一 一 垂直 于 单位 图 局 的 欧 兵 图 弧 


极限 央 周 一 一 与 单位 圆周 相 切 的 欧 尖 圆 局 ; 

超 回 周一 一 两 条 与 单位 辐 周 相交 但 非 正 交 的 欧 氏 圆 弱 ， 
在 欧 氏 几何 中 ， 极 限 圆 周 与 超 贺 局 都 退化 成 直线 ， 故 欧 氏 几何 
中 具有 直线 与 圆 局 . 

我 们 已 经 知道 ， 并 不 是 所 有 韭 软 三 角形 都 育 浊 接 的 非 欧 辐 
周 . 现在 有 了 极限 贺 周 与 超 圆 周 的 概念 之 后 ， 我 们 便 有 下 述 命 
题 〈《 这 个 命题 可 以 看 作 和 是 欧 氏 几何 中 任意 三 角形 都 有 外 屠 圆 周 
这 一 全 题 的 给 厂 ， 


胡 胡 有 
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点 蓝 在 原点 上 ， 这 时 一 定 有 一 个 外 接 之 欧 氏 贺 周 C。 (有 三 种 
可 能 ，C 全 部 落 在 单位 贺 内 ， C 与 单位 加 周 相 切 ，C 有 一 部 分 落 
在 单位 图 之 外 。 这 三 种 情况 健 得 C 在 单位 图 内 的 部 分 分 别 对 应 
于 非 欧 圆周 ， 极 限 贺 周 ， 超 略 辕 ， 

由 上 述 讨 论 还 可 以 看 出 ， 一 个 非 己 角形 让 外 料 非 欧 加 周 


$17 非 欧 运 动 的 分 类 


z 我 们 知道 ， 全 部 非 哆 运动 由 两 类 变换 组 成 ， 保 持 单位 回 不 
变 的 分 式 线 性 变换 与 关于 非 欧 直 线 的 反 演变 换 。 每 一 个 这 样 的 

反 演 变换 w= 了 Cz) 复合 以 关于 实 轴 的 对 称 变换 ， 也 有 即 w=f (2)， 
都 是 一 个 保持 单位 贺 不 变 的 分 式 钱 性 变换 。 所以， 上 述 黄 类 非 
欧 运动 之 间 只 相 盖 一 个 共 绒 。 在 我 们 对 非 吹 运动 作 进 一 步 分 类 
时 只 考虑 分 式 线 性 变换 就 足够 了 。 

我 们 还 知道 ， 在 保持 单位 画 不 变 的 分 式 线性 变换 中 ， 共 有 
三 类 一 - 双 昌 型 变换 ， 权 图 型 变换 与 执 物 型 变换 。 我 们 现在 把 
它们 所 对 应 的 非 欧 运动 依次 称 为 双 曲 型 的 、 燃 圆 昏 的 和 抛物 型 
的 。 

根据 第 一 章 的 讨论 ,每 个 双 曲 型 非 欧 运动 都 有 两 个 不 动 点 ， 
这 两 个 不 动 点 落 在 茧 位 圆周 上 。 这 两 个 不 动 点 确定 的 非 欧 直 线 
被 称 作 这 个 运动 航 轴 .回顾 每 个 双 曲 变换 均 使 通过 两 不 动 点 的 
任意 一 个 欧 氏 圆周 不 变 。 因 此 ， 上 述 轴 是 不 变 的 ， 而 且 每 个 关 
于 这 个 轴 的 超 圆周 都 是 不 变 的 。 这 就 告诉 我 们 ;在 双 需 非 欧 运 
动作 用 下 ， 轩 上 的 点 治 着 轴 向 前 移动 ， 而 不 在 轴 上 的 点 沿 着 它 
所 在 的 超 圆 周 向 前 移动 。 见 图 2 一 17.1。 


9 TO04+ 


下 


保持 单位 回 不 变 的 实 贺 型 变换 有 两 个 不 动 点 ， 它 们 关于 单 
位 圆周 对 称 。 任 意 通 过 这 两 个 不 动 点 的 欧 民 国 周 痢 应 秋 寺 于 单 


国 2 一 17.1 图 2 一 17.,2 


位 圆周 ， 也 即 其 落 入 单位 加 内 的 部 分 是 非 欧 直线 ， 而 与 它们 都 
正 交 的 圆周 是 变换 的 不 变 圆周 。 很 容易 看 出 ， 这 些 不 变 圆周 ， 
要 么 整个 圆周 蓝 在 单位 加 之 内 ， 要 么 整个 回 周 划 在 单位 加 之 外 
(或 与 单位 加 周 重合 )， 因 此 ， 椭 回潮 非 欧 运动 下 ， 单 位 图 内 有 
一 族 非 欧 圆周 是 不 变 的 。 另 外 ， 不 难 证 实 ， 这 族 非 欧 国 周 以 单 
位 圆 内 的 不 动 点 为 其 共同 圆心 @。 这 样 , 蒜 圆 型 非 网 运动 在 单位 
图 内 的 作用 是 将 不 动 点 之 外 前 每 -个 点 沿革 一 条 以 不 动 点 为 加 
心 的 非 欧 圆周 向 前 移动 《 匡 称 为 旋转 )， 见 图 2 一 17 .2 

保持 单位 圆 不 谈 的 抛物 型 变换 的 不 动 点 (只 有 一 个 ) 一 定 蓝 
在 单位 圆周 上 .由 于 单位 贺 周 是 不 变 回 周 , 故 与 单位 国 周 相 切 于 
不 动 点 的 任意 一 个 政 氏 圆周 都 是 该 变换 之 不 变 国 周 。 因 此 ， 揭 
欧 型 非 爽 运 动 保持 每 个 以 不 动 点 为 圆心 的 极 眼 圆周 不 变 。 换 名 
话说 ， 在 这 种 非 欧 运动 作用 之 下 ， 每 一 点 沿 着 它 所 在 的 一 条 极 


中 证 明 这 一 点 的 办 法 很 宪 ， 上 比如 ， 拒 不 动 点 鞠 至 原点 考虑 ,或 者 利用 本 章 末 


”向 感 . 


了 站 了 


限 回 周 向 前 移动， 见 图 2 一 17.3。 


6 
图 2 一 17.3 
我 们 用 下 未 来 益 结 上 面 的 讨论 ， 
非 欧 运动 类 型 | 不 动 点 不 变 曲线 

双 井 型 有 两 个 不 动 点 ， 均 蓝 在 | 。 不 动 点 所 决定 的 非 歇 直 
单位 加 周 上 . 线 与 超 四 周 。 

狂 下 型 有 一 个 不 动 点 落 在 单位 | ”以 不 动 点 为 心 的 非典 加 
加 内 ( 另 一 个 在 单位 园 外 ):| 周 。 


抛物 型 仅 有 一 个 不 动 点 ， 落 在 | ”以 不 动 点 为 心 的 极限 加 
单位 兢 局 上 、 周 ， 


$ 18 欧 氏 几何 作为 双 则 几何 的 极限 


在 前 面 的 十 包 节 中 ， 我 们 己 经 系统 地 介绍 了 到 曲 几 条 的 基 
本 和 性质。 这 一 介绍 已 对 一 段落 . 在 结束 之 前 ， 还 有 两 个 问题 须 
要 讨论 : 一 是 欧 针 几何 与 双 曲 志 何 之 净 的 关系 ， 一 是 非 欧 几何 
的 真理 姓 问题 。 本 节 先 讨论 前 一 个 问题 。 我 们 将 把 欧 直 几何 解 


"106 > 


释 成 双 曲 儿 何 的 一 种 极 良 状态 ， 
现在 ， 我 们 把 庞 卡 莱 模 型 中 的 单位 圆 换 成 以 原点 为 心 的 、 
以 玉 为 半径 的 贺 ， 
Dr={2E CEC:|z| < 只 }。 
特 Ds 视 作 非 欧 平面 ， 并 与 前 面 类 似 地 定义 非 欧 直 线 与 非 欧 距离 
等 概念 ， 
设 Cr 是 Dr 的 边界 ， 也 妓 
Cr= {2€ C1|z| =R}. 
Da 内 的 一 茶 辆 狐 《 含 直 线 强 ) 被 称 为 一 条 非 欧 直 线 ， 如 果 它 与 
Cr 正 交 ， 
设 z1 与 zx: 二 Dr 内 的 三 意 两 点 ,过 zi 与 2: 作 一 条 非 欧 直线 交 
CR 于 上 与 5 ， 并 假定 5: 靠 近 z: 。 这 上 时 我 们 定妆 
dplz1922) = RlogL2122 S1152] ! (18.1) 
为 点 z: 与 za 的 非 欧 距 宛 。 很 和 容 锡 看 出 


。 z 
da(0s2) =Rlog REE YE Da G18.2) 


注音 到 分 式 钱 性 变换 
R* (2~—21) 
民 i 一 如 1， 色 
哥 持 Dr 不 变 并 是 Dr 上 的 非 欧 运动 ,通过 这 个 恋 换 把 z1 变 威 原 点 ， 
并 应 用 (18.2) 即 得 


dr{21s23) = Rilvg 


- Zi 


|R*:—»,2| +RR|z:—21| 


Ra -Riz zl “13 


这 个 臣子 中 就 不 再 出 现 5 与 6z。 

这 些 公式 都 是 以 前 公式 的 推广 。 令 R=1 就 得 到 前 面相 应 的 
公式 。 现在 我 们 的 兴趣 是 ， 当 RR 一 co 时 ，drtz1，?2) 的 极限 是 什 
公 ? : 

+107， 


令 
_R|zs~2zi| 
Ma RT Bz (18.4) 
则 RR 一 02 时 na 一 0。 简 用 极 跟 


圭一 器 


可 以 推出 
lim dnt21s2s) =1lim Rip | 2 9 - -SC | 
有 .oo ee 7 二 
吏 一 oa 
一 2|2: 一 之 ; |。 C18,5) 


这 就 是 说 ， 当 21 与 ,国定 时 ， 令 R 王 co ，z1 与 2; 在 Dr 内 的 
非 驳 蝶 离 的 极限 恰好 是 欧 氏 虐 离 的 2 售 . 

这 里 倍数 ?并非 本 质 的 。 邵 果 在 前 面 我 们 定义 非 欧 距离 时 ， 
在 (18.1) 磊 讽 禾 以 17/2， 那 么 这 了 桂 的 情 数 恰好 是 1。 在 现在 的 定 
义 下 不 论 z1 与 ;固定 在 什么 位 置 上 ,dr(z1,2:) 的 极限 总 是 欧 民 
距离 之 两 倍 。 因此， 这 种 极限 距离 就 是 欧 民 有 距离， 只 要 把 单位 
长 度 加 以 适当 调整 就 是 了 . 

这 样 ， 极 限 (18.5》 提示 我 们 ，R 充 分 天 时 ，Ds 内 的 非 欧 
儿 何 就 充分 “接近 ” 欧 氏 几何 。 现 在 我 们 来 考查 这 一 上 。 

设 z: 与 z* 是 任意 固定 的 两 点。 当 我 们 把 它们 看 作 Pe 内 的 两 
点 时 ， 过 这 两 点 有 一 条 唯一 的 非 欧 直线 1。 从 图 形 上 很 容易 看 
出 ， 当 RR 越 大 时 ，I1z 就 变 得 越 直 、 当 RR 一 吕 时 ，I# 的 极限 是 过 2 
与 2 的 欧 开 直线 . 

设 Da 内 一 点 至 原点 的 非 欧 距离 尖 d， 而 其 欧 民 上 距离 为 |z|， 
那么 ， 由 (18.2) 有 


[z=Rth( 直 》， (18.6) 


> 了 CS re 


利用 这 一 公式 ， 重 复 $ 6 中 的 基本 步 又 ， 即 可 以 推测， 在 Da 中 
距离 一 条 非 爽 直线 的 垂直 距离 为 a 的 一 点 关于 该 非 欧 直线 之 平 


国 2 一 18 .1 


从 一 are sin| ch (总 )] 《j8 .77> 


出 此 可 以 看 出 ， 当 了 越 大 ， 平 行 衣 刘 越 接近 /2， 

现在 我 们 来 考虑 兰 和 角形 的 角 欠 与 非 欧 面积 。 

设 有 固定 的 三 个 虚 21，72，23， 不 兴 一 般 性 假定 2, 一 0, 又 设 
pf 包含 此 三 点。 在 Ds 的 非 欧 席 量 下 ， 以 点 z1;24;2s 为 顶点 的 
非 欧 三 种 形 记 作 上 Ag。 当 有 变动 对， 虽然 三 个 预 虚 不 动 * 但 三 每 
边 跑 R 恋 动 而 变动 。 记 sz 为 As 在 Pr 内 的 非 欧 面 积 , 并 记 cz 为 A。 
的 前 人 各。 在 $13 中 我 们 证 明了 三 角形 的 非 欧 面积 与 其 角 炎 成 正 
比 。 检 查 这 个 证 明 的 步 取 就 会 发 现 ， 这 一 结论 与 非 欧 几何 的 模 
型 的 选 瑟 无 鞠 。 也 就 是 说 ， 在 Da 作为 非 欧 平 面 踊 ， 这 一 绪论 依 
然 成 立 。 不 过 ， 菲 欧 三 角形 的 面积 与 其 角 欠 的 比例 常数 不 一 定 
等 于 1。 一 般 说 来 是 一 个 依 闵 卫 R 的 常数 。 我 们 记 之 为 &e, 这 样 ， 


YN 


我 们 有 
Spe= RrOR, 《I8 .8) 
重复 $ 43 中 对 单位 图 情况 决定 常数 5 的 基本 步 又 ， 并 注意 到 
在 Dr 内 非 欧 诬 量 的 密度 为 


Prtz) = mi 


二 1， WE 了 PR 18.9) 


可 以 求 出 

kn= R:, 《18.10) 
(这 时 我 们 省 略 了 公式 C18 .9 及 (18.107 的 证 明 ， 因 为 它 与 过 去 
§ 13 中 的 证 明 完 全 类 似 。 读 者 不 会 有 任何 困难 地 将 那里 的 证 明 
搬 到 De 的 情况 ,) 这 样 ， 我 们 有 

SR 一 及 7OR {18.11) 

另 一 方面 ， 车 记 普 (人 器 为 As 的 欧 氏 面积 , 则 出 公式 5L8 .9) 

有 


mC Aminpi) sam AR maxpitz), 
上 各 


二 
dm(AR <sa<m(AA Rr 《18 .12) 


其 中 &=maxC|z:]y， [zs 注意 z: 一 0) 。 由 此 推出 ; 当 R 一 co 时 ， 
sx 章 极 限 恰 好 是 区 zzsyza 为 顶 虚 的 欧 氏 三 角形 的 面积 的 4 信 。 
由 《8.11) 及 (18.12) 还 进一步 推出 

__4R 

《下 2 一 下 2 a 

用 入 表示 以 zlyzsyzs 为 顶 虑 的 殉 民 三 角形 ， 那 么 显然 有 

mi 入 下 扫 Wf( 从 -)。 于 是 上 述 不 等 式 可 改 号 为 
A4R* 

(RY 


.Ur 和 A 


TREMEAN) +* 18.13) 


由 此 立即 推出 
"110* 


limorn=0, 


Rw 


也 就 是 说 ， 兰 角形 Aa 的 角 欠 当 R-co 时 的 极限 为 零 。 

现在 我 们 来 考查 De 内 的 直 前 三 角形 的 公式 以 及 关于 任意 三 
角形 的 正 汞 定律 及 余 艾 定律 。 

当然 ， 仿 属 前 面 导出 这 些 公式 的 步 又 可 以 毫 无 困难 地 导出 
在 Dr 内 的 正 纱 定律 、 余 蓄 定 律 以 及 有 关 直 角 三 角形 的 公式 .更 
在 我 们 有 一 个 办 法 不 必 重 复 过 去 的 步 又 而 得 到 在 Ds 内 的 这 些 公 
式 。 

我 们 考虑 相似 变换 ，f (2) = z/R。 这 个 变换 将 Da 谈 成 单位 
回 ， 而 且 把 Dr 的 非 殉 直线 谈 成 单位 国 上 药 非 殉 直 线 。 根据 Dx 中 
非 欧 距 离 的 公式 (18 .3)， 我 们 有 


[1 Bws| + Wa ~ Ww, | 


dr{21 ;25) = Rlog |1— 机 ;Ws | 一 [Wz — Wi | 


- = Rdw ,Ws). 

其 中 mi = 二 jCz1)，Ws 二 f(z.)， 而 d 表 示 在 单位 加 中 的 非 欧 工 
离 .因为 w=/(2) 是 相似 变换 ; 记 以 它 不 改变 圆 张 的 交角 ,因此 ， 
Ds 中 的 非 欧 三 角形 入 的 三 个 内 集 在 变换 Ww 一 (8) 下 保持 不 变 ， 

设 有 Ds 内 的 非 欧 三 角形 入， 其 三 个 内 角 分 别 为 &,B8,Y， 三 
个 内 角 之 对 边 的 非 欧 长 诬 分 别 为 4,8,c,. 叉 设 入 /= 二 1CA), 那 么 
入 ' 的 三 个 内 前 仍然 是 8;FyY. 设 0 ,b,ce!' 分 别 为 ,BY 的 对 边 
在 单 答 图 内 的 非 欧 长 度 ， 那 么 又 有 
a =0/R, bb’ =/R, c=e/R. {18 .14) 
由 关于 入 ' 的 正弦 定律 (9,1) 及 关系 式 (18.1 和 有 


站 b co . 
sh 入。 shR SR (18.15) 
sintz sinB siny 


同 理 ， 有 余 纺 定律 


» Til* 


ch 一 ch ch 一 sh sh 沁 cosy 《18 ,16} 


R 
ce _ Cosacosh + cosy 
ch sinagsing C18.17) 
对 于 Ds 内 的 直 龟 三 前 形 有 下 述 关 系 式 ， 

2_chaohz 

ch 元 -一 ch 于 Ch; (18,18) 

sh — sh sing (18.19) 
RR 县 
bho 

th 二 二 th COSG; ‘(18.20) 
4 -sh 

也 一 sh tge, 18.21) 


其 四 7 =X/2，4;b,c 分 别 次 4,8,Y 之 对 边 的 非 菊 长 度 ，。 

我 们 的 目的 是 要 把 欧 民 几何 的 公式 解释 为 相应 的 双 曲 几何 
中 的 公式 的 和 极限 ， 

我 作 取 定 三 个 点 zl yzsyza 并 考虑 以 它们 为 顶 扎 的 关 于 Pa 
揭 非 欧 三 角形 As。 次 三 个 顶点 处 的 三 个 内 前 分 别 为 grpBapyynpy 
又 设 它们 的 对 边 分 别 为 ar;brscx。 根据 前 面 的 讨论 ，R 一 吕 时 ， 
grsBrsYR 的 极 痕 分 别 是 21z.2s 读 构成 的 欧 氏 三 角形 的 三 个 内 
角 ， 不 态 记 为 A&，B,， i， 而 Ro2 时 ， grsbry cr 的 极限 分 别 是 
. z12623 所 构成 的 欧 过 三 角形 对 应 边 的 吹 氏 上 长度 的 两 和 偿 。 记 3 二 
12:—28|, B=|]21-2s|, B=|2,— Z|, 即 有 :，an 一 28，ze 一 > 
Dh ,cr 2 (Ro0), 
为 后 面 讨论 的 需要 ， 我 们 应 当 指 出 指数 函数 e* 的 人 台 劳 尾 开 
式 ， , 


号 
Ex 一 二 to+ 40(r ,rb 


+ 


以内 


由 此 很 容易 推出 
sh 


及 
che~1+ +olr’), zr—>0, 18.23) 
由 (18.22} 有 
dp 
sh 一 一 
lim- .~ 98, 
rl 
RK 
sh 
lim 一 六， 
sr 了 
fe 
根据 正 束 定 律 我 们 有 
a 
sh 着 sh 区 


Slimp sinB,." 


到 叱 式 两 端 分 子 上 各 架 以 R， 热 后 再 令 R 一 co 并 取 极 限 即 得 济 


28 _ 26 
SinA inB 
a _b 
也 即 sinA sinB”* 
bp _5 
尊 理 有 sinB sinc " 


这 样 我 们 就 得 到 了 大 家 熟知 的 正 驼 定律 ，。 
为 了 得 到 通常 的 余 落 定律， 我们 利用 展开 式 (18.23) .这 时 


了 了 


ch 下 一 1 二 了 (是 Ge) +o ), 及 一 co， 


ch 起 一 1 二 - 1 人 2) +o 人 (二 ) R00, 


z ch =1+ 光 (2) +o(gs) R->co。 


主 是 由 避 8.167 得 
1+ 广 (名 ) =[1+ 去 ( 吓 ) + 去 ( 癌 ) ] 


~ sh sshee FoOSyp 二 OD (RF 


恋 开 此 式 并 把 高 阶 无 穷 小 是 并 入 251/ 及") 又 得 到 


佑 = 全 + 造 - 2S 和 hh Sashzscosye+o (Rr) 
两 端 乘 以 R*: 并 取 极 限 即 得 
(C22): = {2D + 28) — 2C24) (C285)¢0sC, 


和 部 
一 二 一 25cosC。 
这 就 是 表 常 的 余 约 定律 ， 
对 二 人 余 纹 定 律 II( 即 018 .17)) 取 家 限 ， 即 得 到 
SinAsinB=cosAcosB + cost, 
注意 到 A +B+C= TT， 立 即 署 由 上 述 等 式 是 一 个 恒等式 .因此 ， 
在 欧 几 里 德 上 几何 中 没有 人 杂 弥 定律 了 。 
下 面 考 虑 直角 三 角形 . 设 Yr 总 是 二 前 ,对 (18.18) 及 (18 .21) 
了 到 炎 限 或 作 侣 劳 展开 后 再 取 极 限 就 得 到 
=b:+a:, d=7sin4, 8= Ce0sA, 


j=btgAa, 


a Ti4* 


这 些 便 是 天 家 都 熟知 的 毕 达 格 斯 定理 和 直角 三 角形 的 角 与 边 的 
关系 ， : 

类 似 地 ， 双 曲 儿 何 中 的 图 周 长 及 加 面积 公式 的 极限 就 是 也 
氏 几 何 中 相应 的 公式 . 

上 述 讨 论 中 ，R 被 称 为 相应 双 曲 度量 的 曲率 半径 ,而 1/R 被 
称 为 曲率 ， 更 确切 地 说 是 曲率 的 绝对 值 《 因 为 双 曲 度量 的 曲率 
是 负 的 )， 

在 这 样 因 法 下 ， 欧 氏 度 最 的 曲率 半径 为 "， 曲 率 为 0。 

还 有 一 种 非 欧 几何 ， 叫 糖 加 几何 ， 其 曲率 是 正 的 常数 ， 它 
相当 于 一 个 球面 的 几何 ， 那 里 的 直线 是 球面 上 的 大 圈 。 在 这 种 
非 欧 几何 中 三 角形 内 角 和 大 子 +、 和 到 曲 几何 一 样 , 当 曲 率 半 径 
趋 于 无 穷 时 ， 其 极限 也 就 是 欧 氏 几何 . 
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通常 人 们 总 喜欢 问 这 样 的 问题 ， 网 起 二 和 何 与 非 欧 几何 完 癌 
谁 是 谁 非 、 谁 对 谁 错 ? 

这 个 问题 实际 上 是 缸 个 不 同意 义 下 的 问题 ， 一 个 是 从 逻辑 
学 的 角度 ， 问 对 与 名 ， 另 一 个 是 从 哲学 的 意义 上 问 ， 我 们 现实 
空间 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 ? 

对 于 第 一 种 意义 下 的 提问 ， 比 较 容易 回答 ， 两 者 组 对 。 也 
就 是 说 ， 无 论 是 欧 民 扎 何 ， 述 是 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 ， 从 人 逻辑 上 
都 没有 馈 误 。 那 为 什么 结论 不 同 呢 ? 道理 很 简单 ， 前 提 不 局 ， 
世 即 依 气 的 公理 系统 不 同 ， 自 然 结论 也 就 不 同 。 这 里 逻辑 只 管 
推理 的 步 缀 是 否 正 确 ， 而 不 管 前 提 . 

在 田中 切 夫 斯 基 几 何 问世 后 不 久 ， 人 人 们 提出 了 这 桩 的 遥 辑 
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学 问题 ， 在 黎 今 为 止 的 罗 巴 切 去 斯 基 儿 何 命题 中 ， 我 们 没有 发 
现 彼 此 矛盾 的 命题 ， 谁 能 保证 一 万 年 之 后 不 会 有 什么 人 在 些 基 
础 上 推 四 一 个 命题 跟 已 知 的 命题 相 邓 盾 呢 ? 换 句 话说， 果 巴 切 
拓 斯 基 公 理 系 统 本 身 是 否 蚌 无 矛盾 的 ? 

这 确实 是 极 重 可 的 问题 。 在 这 个 问题 上 ， 克 革 苗 的 模型 或 
谍 卡 莱 模 型 帮 了 了 大忙。 

以 几 卡 菜 模 型 为 例 ， 回 顾 我 们 所 数 过 的 事情 ， 我 们 在 欧 氏 
空间 中 建立 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 指 一 个 模型 ， 而 我 们 的 全 部 推 
理 是 依 腿 欧 民 几何 进行 的 。 每 一 条 结论 既 可 解 终 为 非 欧 几何 的 
命题 ， 又 可 解释 为 欧 氏 几何 中 的 一 个 命题 。 例 如 ， 非 欧 几 何 中 
三 角形 内 角 和 小 于 r, 在 斋 卡 莱 模 型 中 就 是 下 面 的 欧 氏 几何 的 命 
题 ， 垂 家 于 单位 置 周 的 三 条 相交 的 图 颖 ， 所 图 的 辕 弛 三 角形 的 
三 个 内 前 和 小 于 Xx, 这 样 ， 假 如 罗马 切 夫 斯 基 几 和 何 有 一 条 命题 眼 
其 它 命 题 了 矛盾， 那么 在 欧 氏 几何 中 必然 也 有 一 条 命题 跟 其 它 命 
题 矛 盾 。 克 匡 茵 模型 与 斋 卡 菜 模 型 告诉 了 人 人们 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 
公理 系统 的 无 秒 盾 性 取决 于 欧 几 里 德 公 理 系 统 的 无 地 盾 性 。 

本 来 ,对 于 欧 儿 星 德 公理 系统 也 应 该 问 其 有 无 矛盾 的 问题 ， 
但 他 的 系统 所 陈述 的 事情 是 如 此 自然 以 致 人 们 淡 有 提出 这 样 的 
问题 .而 罗 巴 切 夫 斯 基 凡 何 所 得 到 结论 是 刻 此 出 于 人 们 之 意外 ， 
于 是 人 人 们 自然 怀疑 甚 多, 对于“ 嫌疑犯" 提出 各 种 质问 是 必然 的 ， 
克 莱 菌 的 模 独 与 虎 卡 芋 的 模型 使 这 个 “嫌疑 犯 "得 到 解脱 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 出 现 类 火 促进 了 数学 公理 系统 的 研究 
及 交 何 基础 的 研究 。 在 这 方面 希 尔 伯 特 《Helbert 1862 一 1943》 
及 其 它 一 些 数学 家 ， 火 的 在 上 世纪 来 及 本 世纪 初 曾经 做 了 许多 
工作 ， 去 完善 欧 苑 里 德 的 公理 系统 ， 并 证 明 其 无 于 盾 尾 《或 称 
为 根 容 性 ) ,从 而 罗氏 公理 系统 也 是 元 夏 盾 的 。 

这 样 ， 欧 氏 儿 何 与 罗氏 几何 在 好 辑 上 都 是 正确 约 ， 
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现在 我 们 讨论 第 二 个 问题 ， 即 我 们 所 识 以 生存 的 现实 空间 
到 席 是 网 氏 的 还 是 非 软 的 ? 
在 回答 这 个 问题 之 前 首先 应 当 弄 明白 ， 这 个 问题 是 实 万 上 


”的 问题 ， 而 不 是 一 个 思辩 的 问题 。 嘱 热 如 此 ， 我 们 就 必须 明 歼 


秆 公 是 我 们 所 讨论 的 几何 对 象 指 物 理 模 弄 ， 比 如 什么 是 实际 上 
的 直线 ? 根据 通常 的 习惯 ， 大 家 约定 光线 在 真空 里 或 均匀 介质 
中 走 的 是 直线 。 这 并 一 来 ， 为 了 说 明 更 实 空间 是 欧 氏 的 还 是 大 
欧 的 ,就 应 当 去 实际 测量 三 个 光源 所 构成 光线 三 角形 的 内 利和 ? 
看 看 它 到 放 是 小 于 革 还 是 等 于 和 。 

址 憾 的 是 ， 无 论 是 把 花 涯 设 在 三 座 出 的 山顶 上 ， 还 是 天 文 
上 对 但 垦 的 观测 ， 都 使 我 们 在 目前 的 技术 条 件 下 作 不 册 上 任何 短 
论 。 事 实 上 ， 任 何 观察 都 有 一 定 的 误 益 ， 送 今 为 下 所作 的 观测 
都 琢 明 三 角形 内 角 和 与 趟 相差 其 少 ， 丽 这 个 羡 已 小 于 我 们 观测 
上 的 误差 ， 使 得 我 们 无 法 断定 ， 这 个 差 是 观 注 误差 造成 的 还 是 
空间 的 非 欧 性 造成 的 《上 节 的 讨论 告诉 我 们 ， 当 曲率 半径 很 大 
时 ， 三 角形 的 角 名 会 很 小 ) ,因此 ， 我 们 对 此 不 能 作出 任何 肯定 
性 的 结论 

如 果 观 测 的 办 法 不 能 回答 室 亲 属于 哪 类 几 柯 的 问题 ， 那 么 
借助 于 怕 理 学 的 研究 成 某 来 探索 这 一 问题 或 许 基 应 该 的 ，1905 
年 著名 的 物理 学 家 爱 因 斯 坦 (Einsteinm，1879 一 1955) 建立 了 相 
对 论 , 按 展 这 种 理论 ,时 间 与 空间 有 不 可 分 前 的 关系 。 离 开 空 间 
的 部 对 时 间 是 不 存在 的 。 同 样 ， 离 开 惟 间 的 绝对 空间 也 是 不 在 
在 的 。1915 年 爱 因 斯 坦 双 进一步 提出 了 广义 相 驹 论 。 在 广义 相 
对 诊 中 ， 他 放弃 了 关于 时 空 的 均匀 性 假定 ， 而 认为 时 空 是 出 不 
均匀 的 物质 分 布 与 运动 所 构成 。 宇 宙 空 间 的 几何 性 质 和 充满 天 
际 的 相互 吸引 的 赵 质 分 布 与 运动 发 生 状 容 切 的 联系 。 总 之 ， 接 
照 广义 相对 论 的 观点 ， 这 个 空间 的 几何 学 绝世 不 是 欧 氏 几 何 ， 
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似乎 也 不 是 罗氏 几何， 责 是 比 它 们 更 为 复 热 的 几何 。 由 于 空间 
物质 的 分 布 的 不 均匀 性 ， 使 得 这 种 几何 的 曲率 半径 在 空间 中 的 
不 周 点 取 不 同 慎 。 

尽管 按照 广义 相对 论 的 观点 ， 宇 宙 的 时 空 结构 是 极其 契 来 
的 ， 而 且 即 使 在 狐 祥 相对 论 里 ,空间 也 不 能 从 时 间 中 分 离 出 来 ， 
然而 在 一 定 的 条 性 下 或 是 一 定 揭 假 定 下 ， 比 如 在 一 个 与 宇 审 尺 
度 相 比 是 机 小 的 区 域 里 或 者 是 运动 速 衬 比 光速 要 小 得 宪 的 情况 
下 ， 我 们 仍然 可 像 通常 一 样 把 空间 与 时 间 分 开 考 虚 ， 并 且 可 以 
把 曲率 半 色 在 局 部 范围 内 假定 为 常数 。 这 样 ， 空 间 的 几何 性 质 
就 表现 非 欧 多 何 的 性 质 。 义 由 于 我 们 所 考虑 的 范围 过 小 ， 禄 对 
说 来 曲率 半径 很 大 。 这 时 ， 欧 氏 玫 何 刁 非 殉 玫 何 相差 甚 撤 。 因 
此 ， 再 作 一 次 近似 ， 空 间 的 玫 何 性 质 就 是 欧 氏 的 。 总 之 ， 按 昭 
广义 相对 说 的 观点 ， 浆 个 字 宙 的 几何 性 质 是 极为 复杂 的 ， 从 革 
体 上 等 它 麻 不 是 欧 民 的 ， 也 不 是 非 欧 的 。 但 是 ， 从 局 部 上 厢 ， 
空间 的 几 柯 性 质 则 近似 于 非 欧 几 何 、 甚 至 欧 氏 几何 。 

这 里 有 个 尺度 问题 。 人 类 的 实际 活动 范围 虽然 正在 扩大 ， 
但 与 宇宙 的 尺度 相 比 ， 这 仍然 是 一 个 极 小 的 局 部 ， 比 如 ， 地 球 
的 半径 不 超过 7 x 10-'' 光 年 ， 而 现在 能 观测 到 的 星云 抒 有 五 忆 
光 年 ! 记 以 欧 氏 儿 和 何在 我 们 的 日 常 经 验 中 显示 了 无 可 怀疑 的 正 
确 乌 。 但 是 ， 今 后 随 着 人 类 话 动 范围 的 逐步 扩大 ， 空 间 的 几何 
性 质 与 欧 氏 几何 的 鞋 蜡 就 会 慢 慢 显露 出 来 ， 或 许 那 时 不 得 不 改 
用 非 欧 几何 来 描述 空间 性 质 。 这 当然 只 是 一 个 设想 ， 将 来 完 竟 
如 何 还 要 拭目以待 。 

章 来 有 些 习题 ， 说 明 曲 率 半 和 色相 对 较 大 人 时， 欣 民 几何 与 非 
欧 几 何 的 差别 就 微乎其微 在 这 个 意义 上 ， 欧 氏 几 何 是 菲 软 九 
何 的 近似 与 简化 ， 只 要 所 考 虚 的 图 形 的 尺 座 相对 于 曲率 半径 说 
来 很 小 ， 这 种 近似 与 简化 就 是 可 以 被 接受 的 。 
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非 欧 儿 何 的 产生 使 人 类 挣脱 了 欧 氏 几何 的 束缚 ， 改 变 了 人 
们 对 宇宙 的 认识 ， 


习 题 


1。 罗 电 切 夫 斯 基 几 何 的 论 卡 莱 模 型 不 仅 可 以 建立 在 单位 图 内 ;而 县 
.也 可 以 建立 在 上 半 平 面 肉 。 念 

={2EE: Imz 0} 
是 上 半 平 面 , 它 的 边界 是 实 轴 蛋 。 任何 一 条 与 实 轴 正 交 的 在 上 半 平 面 内 的 
直 强 孤 与 半圆 弧 都 被 称 为 非 欧 直线 .请 仿照 单位 加 情况 的 办 法 定义 上 半 平 
面具 的 两 点 的 非 欧 芷 离 并 证 明 其 非 欧 庶 量 是 


1. 
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2。 利用 上 述 刚 型 证 明 非 下 三 角形 的 内 角 和 小 于 丈 。 
3。 证 明 每 个 分 式 线性 变换 


Iz+h 


dd — bc= 1 
C2 二 可 “ 


WW 二 f(2} = 


郁 是 土 述 模型 中 的 一 个 非 瓯 运动 。 
4。 讨论 上 述 模型 中 非 欧 轩 ,极限 加 、 超 疝 等 概念 ， 试 问 区 坊 
{2E :Imz Cc} (0>0) 
是 否 是 极限 园 ? 叉 问 区 域 


3 ji9" 


{zez， | argz- 互 | <a (es 的 


是 否 是 超 贺 ? 

5。 站 出 保持 上 学 平面 不 变 的 橘 圆 型 , 双 曲 型 久 执 物 型 分 式 线性 变换 
的 不 变 贺 周 . 极 好 加 半 或 起 圆周 ， 你 能 在 图 2 一 19*2 至 2 一 19.4 中 挑 出 适当 
.的 图 来 分 别 解释 这 三 种 不 同 的 非 欧 运动 吗 ? 
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、 图 和 .19.4 


5。 现在 加 到 单位 回 的 模型 上 。 用 dz1，?2) 袁 示 单 位 图 内 任意 两 点 
的 非 欧 距离 . 试 证 明 三 角 不 等 式 
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人 (19 Sa) EAR Se) + (Es, Ze) 

?。 设 z1 与 :是 单位 贺 内 尾 意 南 点 , 设 Y 是 连结 #1 与 z; 的 枉 意 一 条 由 
线 ， 试 证 ? 的 非 欧 长 度 宇 4d(z1，z2}。 这 表明 非 狗 直 线段 是 最 短 连 线 。 
丝 ， 非 焉 直线 双 叫 非 欧 座 量 下 的 测 地 线 .( 这 时 所谓? 人 的 非 殉 长 遮 是 指 在 》 
上 和 任 取 个 点 然后 用 非 欢 线段 过 铺 所 组 成 的 一 条 折线 的 非 欧 长 度 之 极限， 
当 #t 无 限 谱 大 并 使 得 分 点 越 来 越 密 时 ,》 

3。 证 明 过 非 欧 图 心 的 任何 一 条 非 欧 直 语 与 该 非 欧 圆周 正 交 .友之 ， 
车 一 条 非 欧 直线 与 一 非 欧 周 周正 交 ， 则 该 非 欧 直线 一 定 通过 非 哆 贺 之 阁 
心 ,由 此 推出 ， 祷 加 于 非 欧 运 动 的 不 变 非 欧 贺 局 之 轿 心 基 变 换 的 不 动 点 。 

9。 证 明 只 有 当 m 关 5 时 才 存 在 非 欧 # 边 凸 移 边 形 ， 其 每 个 内 角 均 为 直 


前 ， 
10， 设 gl1，03， 0 为 任意 绍 定 的 # 个 实数 ，# 汪 3, 且 
0 j= 1], 2, + 
对 让 十 二 


证 并存 在 一 个 非 于 hn 边 形 ， 使 其 内 前 恢 次 海 Dl O29 ep 

提示 考 虚 如 图 2 一 19,5 所 示 的 四 边 形 .( 这 种 四 边 形 的 存在 性 宙 有 问 
题 ， 因为 它 是 一 个 直角 三 角形 关于 冬 边 的 所 演 ,) 
在 这 个 四 边 形 中 边 长 尺 非 网 } 是 变动 的 ， 它 与 入 
有 如 下 关系 : 


证 明 可 以 适当 的 选取 dd 使 得 8 +82 + 二 加 属 好 等 
于 2x。 这 时 我 们 就 可 以 个 这 样 的 四 边 形 排 成 一 
个 38 边 形 ， 并 鲁 其 肉 角 依次 是 Ci，Cz，…，@， 图 2 一 19.5 

41， 由 上 题 推出 , 思 宏 5 时 每 个 内 角 都 是 直角 的 nh 边 非 歼 多 边 形 总 是 存 
在 的 ， 

13。 设 g 与 b 分 别 是 海蓝 姆 = 萨 开 里 四 边 形 的 下 席 与 上 庶 的 非 欧 长 度 ， 
c 是 其 卫 的 非 欧 长 度 ，$% 是 其 底 第 ，# 是 两 底 公 和 一线 的 非 区 长度 , 试 证 明 下 


列 关 系 式 ， 
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t3。 在 图 3 一 切 ,7 了 7 中心 吉 示 太 内， 了 与 了 :分 别 者 示 地 球 的 两 个 位 置 。 
设 鼻 是 一 个 被 观测 的 恒星 。 想 定 角 了 ;TA 是 直 犁 而 骨 T;T 1 六 为 
了 


EM LJ 
图 2- 一 19.7 
根据 天 六 观测 pg 而 地 球 饮 太阳 旋转 轨道 的 
直径 为 316Xx10-7 光 和 年。 候车 字 审 基 非 欧 的 ， 并 且 般 宁 半 径 为 并 。 试 问 玉 


痰 于 风 少 光华 时 才 不 玛 与 上 述 观 察 相 地 技 ， 
提示 : 设 吕 是 蔗 处 关于 直线 T: 4 的 平行 角 ， 那 气 


站 TT 
站 -二 -- uw, 
器 站 或 本 中 所 也 


】 


出 此 推出 
sin 人 (本 一 )< 左 (了 =- 虽 < 一 立 
=24Xw1D0" 斌 


Sin (= 一 站 ) = CUED = th Sa/R, 
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这 拌 有 不等式/E<24 X107s。 

l4。 恨 定 在 日 常生 活 中 我 们 所 实际 接 和 触 的 三 角形 航 三 过 长 度 均 不 超 
过 1 公里， 并 假定 空间 基 非 欧 的 ， 其 曲率 半径 尺 = 6400 公 里 《相当 于 地 球 
之 半径 ?、 有 还 明 我 们 实际 接 租 的 三 角形 的 角 欠 不 超过 9 x 10-8《 驱 度 )， 

注 : 曲率 半径 及 = 6400 公 里 纯 属 假设 .目的 是 机 告诉 我 们 ， 只 要 沿 衬 
半径 相对 很 大, 则 角 砍 就 是 一 个 不 易 觉 察 的 重 ， 这 时 欧 氏 几 柯 与 非 吕 几 本 
膏 扯 差 其 微 ， 


» 173* 


第 三 章 “ 双 曲 儿 何 与 函数 论 


双 曲 几何 在 许多 方面 有 重要 的 应 用 。 本 阐 只 就 它 在 函数 论 
方面 的 应 轴 作 点 介绍 。 即 使 限 王 复 变 函数 论 的 范围 ， 这 里 的 介 
绍 也 是 很 不 全 面 的 ， 许 多 更 重要 的 应 用 无 法 在 这 里 涉及 。 这 一 
章 中 我 们 要 求 读者 热 悉 复 变 函 数 的 基本 理论 。 

双 井 见 何 之 所 电能 应 用 于 复 变 函数 论 ， 其 原因 在 于 一 个 解 
析 函 数 作 为 复 平 面 上 两 个 区 域 闻 的 映射 ， 它 总 臣 使 得 区 域 上 的 
双 曲 非 欧 度 量 不 增 大 。 这 就 是 所 谓 广 义 许 瓦 兹 引 理 。 在 这 一 姥 
法 下 ， 通 常 大 家 熟知 的 代数 基本 定理 与 槐 维尔 定理 是 一 个 简单 
推论 .本章 中 我 们 利用 广 闵 许 巨 兹 绰 理 给 出 了 毕 卡 定理 的 证 明 ， 
此 外 ， 我 们 还 将 用 它 讨 论 正规 族 理 沦 ， 并 应 用 于 现代 复 解 析 动 
力 系 统 。 


$1 许 瓦 兹 - 皮 克 定 理 


我 们 知道 ， 在 解析 函 数论 中 下 面 的 命题 通常 锌 称 为 许 所 兹 
引 悍 巴 ， 


DD 许 巨 兹 (Schwarz， 1843—1921}. 
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设 六 2) 是 单位 贺 刀 上 的 解析 话 数 , 且 | ftz)|<1 CY z€ED)， 
fC0)=0， 风 [C2) | 和 所 |z| 且 [fC0)| 专 13 两 式 中 的 等 号 当 生 仅 
当 / 一 eiz08E 慎 ) 时 成 立 ， 

这 个 命题 虽 被 称 为 引 理 ， 但 实际 上 是 复 变 函数 论 中 一 个 相 
当 秆 要 的 定理 ， 尤 其 在 几何 函数 论 中 它 是 十 分 基本 的 。 

1916 年 皮 殉 (Pick， G) 将 许 巨 兹 引 理 推广 成 下 询 形 式 (下 到 
的 证 明 在 一 般 解 析 函 数论 的 书 中 均 可 找到 》， 


If a) — Fz)| 121- 2.1 (1.1) 


[1— Fz)f(za)! ~ < az 


[fa)| 1 
1- |ica)|: <T 20 (1.2) 


现 将 这 一 结果 用 非 欧 度 轩 加 以 解 靶 ， 首先 (1. 上 告诉 我 们 ; 


| 


的 非 欧 距 离 不 变 大 。 

根据 将 瓦 效 引 理 等 号 成 立 的 条 件 可 以 推出 , 公 式 (1 .1) 中 等 
导 对 于 两 个 不 同 点 #1 与 ;成 立 的 充 要 条 件 是 了 是 保 较 的 分 式 线 
性 变 换 。 岂 以 ， 我 们 又 可 以 将 虐 述 结论 中 “任意 两 点 非 菊 距离 
不 变 大 ” 改 为 变 小 ,只 要 f 不 是 分 式 线性 变换 。 也 就 是 说 ， 我 们 有 


| 


这 样 一 “来 沿线 的 非 隐 长 讼 以 及 底 域 的 非 隐 曾 积 ， 在 单位 办 
到 自身 的 解析 变换 下 都 要 严格 变 小 ， 只 要 变换 不 是 分 式 绕 性 变 
换 。 

皮 克 的 这 一 观察 是 富有 启发 意义 的 。 首 先 。 它 告诉 人 们 ， 
变换 的 解析 性 与 双 曲 度量 有 内 在 的 深刻 的 联系 ， 这 促使 我 们 利 
用 这 种 联系 来 解决 函数 论 的 问题 。 其 次 ， 它 还 告诉 人 们 ， 单 信 
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圆 到 自身 的 解 术 变换 中 只 有 分 式 线 性 变换 居于 特殊 地 位 ， 它 保 
持 非 欧 下 离 不 恋 ， 而 其 它 变 换 都 使 非 欧 距 离 变 小 。 
我 们 将 单位 圆 内 的 非 欧 度 量 写 成 微分 形式 
ds= PE ldz|、 
于 么 经 过 一 个 解析 变换 f;,D-=D， 这 个 度量 变 成 


2 
7 一 
ds’ 一 一 rr law 


_ 27Ce)| 

= Fears [dz | 

(1.2) 告 诉 我 们 ，ds' 志 ds, 世 即 单 位 图 内 的 非 欧 嵌 量 在 /的 变换 
下 不 增 。 这 就 是 人 1.2) 的 几何 解释 ， 


$ 2 一般 区 域 上 的 非 欧 度量 与 广义 
评 瓦 兹 引 理 


更 在 我 们 把 许 瓦 效 -- 皮 克 定 理 推广 到 更 为 一 般 的 区 域 上 ,这 
首先 须要 推广 非 欧 度量 的 概念 . 

设 D 是 单位 贺 ,G 是 和 中 的 另 一 个 区 域 。 又 设 9:G-~D 是 C 到 
Dp 的 共 形 映射 《 即 1-1 的 喘 满 的 解析 映射 )。 我 们 定义 G 内 的 度 
基 


_ 31g tc2)| 
ds = | (2.1) 
为 如 的 非 欧 度 迁 ， 或 称 为 双 曲 度量 。 有 些 书 中 称 之 为 庞 卡 莱 度 


量 .区 域 G 中 的 任意 两 点 z1 与 z: 的 非 欧 距离 被 定义 为 gCz:) 与 
gCz2) 在 PD 中 的 非 殉 距离 。 
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大 家 知道 ，G 到 DD 的 共 形 映 秆 不 是 唯一 的 ,我 们 应 当 说 天 上 
述 定 义 的 非 所 度 量 或 非 区 距离 与 共 形 映射 9 的 选 状 无 关 。 素 实 
上 ， 若 男 有 一 个 共 形 映射 9,;G>D， 那 么 显然 91°9" 1; D->PD 是 
共 形 跨 射 ， 从 而 是 保 图 的 分 式 线 性 变换 ， 也 半 91 一 站 9， 其 中 
9 是 保 轴 的 分 式 线性 变换 。 这 样 一 来 ，9:1 与 9 只 差 一 个 保 圆 的 分 
元 线性 变换 ， 因 此 , 接 黑 9 与 接 昭 9: 定 义 G 的 非 欧 度量 与 非 欧 上 距 
离 是 完全 一 样 的 。 
例 1 ”上 半 平 面 政 上 的 非 欧 度 量 。 
取 吾 到 单位 圆 DD 的 分 式 线 性 变换 g 一 (2 一 i 站/(z+i)， 即 得 
到 三 的 非 欧 度 量 为 
ds= 4]dz| az| 
lJz+i|?~ |z-i|* y 
其 中 y=Imz， 
一 般 说 来 ， 在 一 个 区 域内 的 度量 
ds=ptz)|dz|, pC(2).>0, 
其 曲率 定义 为 
K= -pp :Aogp, C2.3) 
其 中 分 表 示 对 于 x，y 的 拉 普 拉 斯 算 子 (这 里 我 们 把 并 2 看 成 是 : 
的 实 部 z* 及 虚 部 的 转 数 )， 
我 们 可 以 不 去 理会 曲率 概念 的 几何 意义 ， 内 当 它 是 一 个 词 
用 。 不 难 直 接 验 算 ， 单 位 部 内 的 非 殉 度 嘲 的 曲率 为 一 1。 
汶 外 ， 又 不 难 证 明 ， 共 形 跨 射 将 保持 此 率 不 变 。 固 此， 前 
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利和 


例 2 Dr= {2€€; 1z1 之 R} 上 的 非 欧 度量 ， 
取 Da 一 DD 的 共 形 喘 射 9 二 z/R， 这 时 有 


ds 2R Idz|= 
1 


d . 
ER |az| (2.4) 
RR? 


,2R 
| 
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我 们 曾 在 上 一 章 中 讨论 过 pp 的 非 欧 庶 量 ， 根 据 当 时 定义 ， 

Dz 的 非 欧 度量 应 当 为 
ds Ris ld C2.5) 

这 是 怎么 回 事 呢 ? 不 难 根 据 公 式 (2.3? 计 算得 到 ， 度 量 (2.47 的 
曲率 为 -1, 而 度量 (2.5) 的 曲率 为 ~ 1/R*。 在 上 一 章 中 我 们 讨 
伦 Dr 胸 非 欧 度量 的 目的 是 为 了 让 曲率 趋 于 零 硅 {有 即 曲率 半径 起 
于 无 穷 时 )? 非 欧 儿 和 何 的 极限 状态 ,因此 我 们 需要 那样 定 尽 。 现 在 
我 们 的 目的 不 同 了 。 我 们 希望 一 切 区 域 的 非 欧 度量 都 是 单位 加 
宜 痿 诱导 的 ， 以 便于 我 们 有 可 能 将 单位 圆 上 的 结果 推广 到 一 般 
区 域 上 上 . 这 样 ， 我 们 在 Da 内 有 了 现在 的 度量 2.4 .今后 我 们 不 
再 使 用 度量 (2.5)。 几 说 到 De 的 非 欧 度 量 ， 均 指 根 据 本 节 尝 义 
计算 出 的 度量 (2.4)， 

例 3 Di={zEC， 1z| 之 RR} 的 非 欧 庶 量 为 


上 - 节 中 的 许 瓦 效 - 皮 克 定 理 可 推广 成 下 列 形式 : 


定理 3.1( 广 义 许 瓦 兹 引 理 ) 设 有 区 域 G, 与 GG;， 它 们 种 有 
非 欧 度 量 
cs 一 piKzyldz| 与 ss 一 pagtw7ldw]。 
又 扒 WwW = 了 Cz) 是 ~>G, 的 解析 冰 数 (fCG;)CCG》>。 则 
paCf C2 IF’ Ca) | EP C2), (2.7) 
也 即 在 变换 f 下 非 欧 度量 不 会 增 大 ， 
paCw) dw ep Cz) dz|, w=f(2). 
等 号 当 且 仅 当 f 是 G, 到 SG, 上 的 共 形 映射 时 成 立 ， 
证 设 遇 GD 是 区 域 人 到 单位 固 D 上 的 共 形 映射 ，j= 
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1，2。， 则 复合 函数 =g,。fo91， D>D 是 D 到 D 内 的 解析 恋 换 ， 
由 $I 中 皮 克 的 公式 (1， | 
|F* (C6)| 
1 一 [FE 了 1~ 1 《了 


令 23 一 9T 本 上 式 可 疏 为 


[9 CF)DF’ (C2)| -9 1C2)| 
1— |g:Cf 027) |? < — |g1C2)|l:’ zi 
这 愉 好 就 是 


pa) Ff C2) | Ep), 2E Ci， 

这 就 证 明了 (2.7)。 显然， 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 了 是 分 式 线性 灾 
挤 ， 这 时 了 = 01。Fog: 是 人 :到 如 :上 的 共 形 觅 射 。 证 毕 。 

推论 。” 若 Gi 乞 Gs, 则 GG; 的 非 欧 度量 不 超过 1 的 非 欧 弄 量 ， 
Pat2)EP1(2)，YW 2E G， 等 号 当 上 且 仅 当 避 := 人 :时 成 立 。 

这 个 推论 告诉 我 们 ， 区 域 变 大 其 非 哆 度量 变 小 ， 

推论 角 证 明 是 容易 的 ， 只 要 将 上 述 定理 中 7 取 为 F(z) = > 虽 
可 。 

为 了 说 明 这 一 尝 理 的 用 途 ， 我 们 用 它 来 证 其 一 些 大 家 已 熟 


知 的 定理 ， 


柳 维 尔 定 还 设 w=/(2) 是 一 个 全 平面 上 的 解析 遂 数 ， 且 

fC2) 1 eM (YYzE 7)， 则 是 -- 个 常数 。 
“证 我 们 考 虚 Dr={z，|1z|<<R} 及 Da 一 fw，|w| 之 届 }. 那 
迄 对 干 任意 R>0，Tfln 是 De 一 Du 的 解析 函数 。 由 定理 2.1 
有 

MIf’ (C2)| R 

Mi fC Ri [el 
其 中 z& Da 是 侍 意 国 定 的 一 版 。 令 及 一 co 山 有 产 上 zy 一 0 于 是 

。T29 。 


/是 一 常数 ,证 毕 。 


代数 基本 定理 设 P.fz)= az 二 … 寺 如是 一 个 多 项 式 ,an 
天 0,n 源 1。 则 Pi(2) 在 人 .中 至 少 有 一 个 根 ， 

证 用 反 证 法 .假定 PCz) 在 和 上 没有 根 。 由 于 当 z 趋 子 无 
穷 时 |P,(z)| 也 趋 于 无 穷 ， 故 由 连续 函数 的 最 小 值 定理 让 知 ， 
PCz)1 在 和 有 正 的 下 界 ， 也 即 

[Ps lr 0, v2EC, 
考虑 Dr 及 D; =={w，|w| >r} 则 应 用 定理 2.1 有 
| 五 六 R 
ER rr < EE 
其 中 zE Dn 是 任意 固定 的 一 点 。 令 有 一 co， 即 得 PCz)=0。 但 此 
为 不 可 能 ， 证 毕 。 

从 这 两 个 定理 的 证 明 中 可 以 看 出 解析 省 数 不 可 能 把 复 平面 
装 入 一 个 有 非 欧 谋 量 交 区 域 ， 除 非 它 是 一 个 常 装 . 

从 许 瓦 兹 引 理 到 广 近 许 瓦 羡 引 理 ， 所 有 的 证 明 都 是 十 分 简 
上 短 的 。 但 观点 改变 了 ， 因 而 月 更 广 证 的 应 用 。 

在 上 面 定 愉 非 欧 度 量 拟 ， 我 们 要 求 区 域 G 要 能 共 形 映射 到 
单位 图 马 , 因 此 ,按照 这 样 的 定义 ;区域 吕 至 少 应 当 是 单 连通 的 ， 
并 有 下边 界 点 多 于 两 点 。 怎 样 在 更 为 一 般 的 区 域 上 定义 非 欧 庶 量 

设 区 域 GCC， 有 一 个 P，D>G 是 内 的 解析 前 数 ,p’ (5) 
了 0CYw EED)， 且 是 一 个 满 射 ， 也 有 即 pCD)=G, 我 们 定义 上 
的 非 欧 度量 是 


ds=pC2) dz| = 2|ae| 


1— |é|>” 
也 就 是 说 ， SG 中 点 2 外 的 非 欧 度 景 就 等 于 感 e 处 在 DD 中 的 非 胸 诬 
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2 二 站 CE》。 


量 ， 如 果 中 (6) 一 3。 
非 欧 产量 不 依赖 于 9 的 选取 ， 二 基 非 欧 诬 量 在 一 点 z 处 的 值 不 依 
赖 于 的 选取 (因为 在 现在 的 清 况 下 ,有 可 能 多 个 5 对 应 于 同一 感 
> 。 这 要 用 到 单 值 性 定理 。 我 们 不 想 离 题 太 远 ， 故 现在 省 去 这 
一 说 明 
很 明显 ， 在 上 述 定 义 中 我 们 可 以 将 单位 圆 换 成 一 般 单 连通 
域 ， 内 要 它 有 非 欧 度 重 。 设 了 是 一 个 单 连通 域 ， 有 非 殉 庆 症 ds 
二 PCE)|dE|。 义 设 存在 一 个 解析 通 数 PP，P 一 G， 9 (087 六 0， 
gp(P)7 一 G。 则 G 中 的 非 欧 度量 
ds=—p(2) [dz2| = P06) | del 
(z=P(6)), 
例 4 穿孔 盘 B={z，0<1z| 之 1} 的 非 区 度量. 
考虑 半 平 面 琶 = 全，ImE >0) 及 函数 pC) = 二 et 。 很 容易 看 
汝 :9 将 本 上 帅 为 B，qg' (C5) 天 0。 这样，B8 的 非 欧 度 量 为 


= 一 |dz] 
”featcilogz)y 


ds=p(t2)1dz| 一 
_ 一 jezl 
Jzliog!z|"* 
虽然， 穿 已 盘 5,.={z，0<1z]<r 的 非 欧 度量 为 
|az| 
[zliog( 1) 
在 扩充 了 非 欧 度量 于 多 连通 域 之 后 ,定理 2.1 及 其 推论 仍然 
成 立 。 这 个 证 明 仍 然 要 儿 到 单 值 性 定理 。 


熟悉 拓扑 语言 的 读者 会 用 出 ， 在 定义 多 连 还 域 的 非 欧 度 量 
时 ， 我 们 实际 上 是 考虑 了 这 个 多 连通 域 上 的 万 有 禾 盖 并 要 求 这 


> 了 了 | 


dso= 


个 万 有 覆盖 具有 非 欧 嵌 量 ， 多 连通 域 上 的 非 欧 上 度量 就 是 经 过 要 
盖 的 投影 wp 从 万 有 和 秦 善 上 的 非 欧 度量 诱导 的 。 这 里 希望 读者 注 
现在 我 们 要 间 ， 经 过 这 笠 扩 充 之 后 是 否 平 阐 上 所 有 的 区 域 
都 有 非 爽 度量 呢 ? 如 困 不 是 ， 那 么 到 底 怎 样 的 区 域 才 有 非 欧 度 
量 呢 ? 
显然 ， 亿 平面 本 身 不 可 能 有 非 欧 度 基 。 因 为 假如 有 非 欧 
度量 ds =pCz) [qdz|， 则 由 定理 2.1 的 推论 可 知 ,这 个 非 哆 度量 一 
定 小 于 Dr={z，|]z|< 之 R} 上 的 非 欧 度量 ， 


pC2) dsl ii rT)da] 


& ，， | zj 2 
其 中 zE Dr 是 尾 意 因 定 的 一 点 。 令 R 一 吕 就 推出 pCz2) 二 0， 这 与 
非 欧 度 量 的 定 闵 不 符 。 

利用 同样 的 办 法 并 注意 到 例 4 中 所 讲 的 也 ,的 非 欧 度 量 , 可 以 
推出 穿 筷 平面 C" = 和 \\{0} 上 也 不 可 能 有 非 欧 度量 . 

更 一 般 地 说 ， 扩 充 复 平面 : 复 球面 )C 上 控 去 一 个 点 或 两 个 
点 所 得 到 的 区 域 上 不 可 能 定义 非 欧 度量 ， 

当 和 熟 ， 在 忆 本 身上 世 不 可 能 定义 非 欧 度 量 《 与 穿孔 益 比 较 
印证 得 ). 
有 趣 的 是 ， 除 了 上 述 几 种 情况 之 外 ， 共 它 任何 区 城 都 有 非 
欧 度 量 。 


定理 2.2 设 G 是 台中 的 一 个 区 域 ， 集 合 C 一 G 多 于 两 点 ， 
则 G 上 有 非 欧 度量 ， 

定理 的 证 明 依 问 于 黎 缉 曲面 论 中 的 单 值 化 定理 . 

在 下 节 中 、 我 们 将 直接 构造 平面 上 挖 去 三 点 的 区 域 上 的 
非 殉 度量。 
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4 3 ”关于 模 函 数 与 C\{0,1} 上 的 非 欧 度 是 


不 失 一 般 性 ， 我 们 考虑 C 上 挖 去 的 三 点 是 0，1，%, 记忆 
— {0, i, oo} 为 忆 ，， 1 。 现在 研究 心 ，， 1 上 的 非 欧 度 基 ， 
考虑 上 半 平 面 到 及 其 中 的 区 域 


A={e=Etin, 0<é<1, 7>0, |- 工 | > 了] 


> 2 
设 z2=Pt6) 是 把 A 喘 射 为 想 =1z，Imz 站 0} 的 共 形 喘 射 , 且 把 0， 
1， 吕 分 别 对 应 于 0，1i，%%。 由 于 有 的 边界 是 由 两 条 半 言 线 及 
一 条 半 图 弛 组 成 ,而 在 PF 下 的 你 为 上 半 平 面 , 故 P 可 以 消 着 蕊 的 
直线 弧 或 圆 弧 过 界 作对 称 延 拓 。 第 一 次 延 拓 后 的 边界 仍 是 直线 
弧 与 圆 弧 组 成 ， 而 值 域 为 下 半 平 面 。 这 样 我 们 又 可 在 此 基础 上 
作 第 二 次 延 拓 。 这 样 一 直 作 下 法 , 景 后 z=P(5) 被 解析 延 拓 到 整 
个 上 半 平 面 。 这 个 延 折 过 程 中 ,平面 上 药 点 0，1，<c 始 终 没 有 


ll ! 由 9 
| LY 


改天 到 ， 而 其 它 任意 一 点 被 取 了 无 穷 多 次 . 
下 图 3 一 3.1 中 画 出 了 9 的 解析 延 拓 过 程 , 其 中 有 竖 句 的 三 个 
区 域 是 4 第 一 次 延 拓 的 结果 。 
Pm 的 定义 域 也 可 换 成 单位 六 ,其 中 分 应 换 成 单位 贺 内 的 一 个 
退化 菲 欧 三 角形 .图 3 一 3.2 中 有 斜 线 的 三 角形 对 应 于 王 半 平面， 
而 和 白 三 角形 对 诺 于 上 半 平 面 。 


图 3 一 ,3 


由 上 面 解析 延 拓 而 得 到 的 函数 ?被 称 为 模 函 数 。 它 的 这 个 
种 字 的 得 来 是 由 于 它 与 炳 图 吴 数 的 模 有 密切 关联 ， 

模 函 激 可 己 通 过 一 种 叫 作 维 尔 斯 特 拉 斯 .函数 的 函 殊 表 
出 。 但 表达 式 很 复杂 ， 用 处 不 大 。 

根据 上 面 的 讨论 ， 模 函数 p 既 可 定义 在 上 上 半 平 面 政 上 又 可 
定义 在 单位 圆 忆 上 。 为 了 确定 起 见 ， 现 在 我 们 约定 它 定 义 在 枉 
上 。 这 样 ， 中 是 三 习作 ,,， 的 一 个 解析 映射 ， 且 有 9 人) 六 
从 (vc 枉 ),9( 本 ?一 和 于 是 mp 可 以 用 来 定义 和 sy 上 的 非 
欧 度 量 , 设 C。,: 上 的 非 驶 度量 为 4s=4Cz)]Jdz|， 风 


“了 了 和 


sey a 
(全 一 和 (本 


其 中 人 2 是 p 0 的 反 通 数 。 

一 般 说 来 ,是 一 个 多 值 函 数 。 但 是 ， 当 我 们 限定 它 的 取 
值 范围 是 图 3 一 3.1 中 任意 一 个 非 欧 三 角形 时 ， 它 是 一 个 单 秆 图 
数 。4(Cz) 的 值 与 的 单 全 分支 的 选择 无 关 ， 

总 之 , 我 们 道 过 模 应 煌 得 到 了 忆 ,,: 的 非 欧 度量 C2) 1dzj 。 

作为 这 些 讨论 的 一 个 直接 应 用 是 证 明 毕 卡 小 定理 ， 


毕 卡 小 定理 ” 设 w= 82 是 和 上 的 胡 析 函数 ， 若 w=f (2) 
不 取 复 数 o 与 5 (4 总 ， 则 /一 定 是 常 教 . 

证 不 失 一 般 人 性 ， 我 们 可 以 假定 =0，5 二 1。 因 为 如 其 不 
然则 考虑 函数 


Frzy = 1 -0 
b—a 


即 可 。 
设 DR=fz:，|zl < 有 R}， 则 1DR) 到 到 sl。 于 是 由 广义 许 所 
兹 引 理 有 
， 2R 
Acf ea) |I (2 RT 
对 于 和 任意 的 zE De。 和 任意 固定 2 并 令 尺 oo， 风 得 六 (2) =0。 
证 时 。 


$4 焉 规 族 理 论 与 莹 德尔 定理 


正规 族 理 论 是 毕 卡 定理 的 一 个 直接 发 展 ， 它 在 复 变 阔 数 中 
的 应 用 是 广泛 的 ， 而 它 的 基 珊 仍然 是 广义 许 瓦 兹 引 理 . 


9 了 了 3。 


党 C 是 蕊 中 的 一 个 区 域 。 考 请 G 上 的 解析 函数 族 

. ={fo: 在 G 中 解析 }。e4， 

我 们 称 .9 在 G 上 是 正规 族 ， 如 果 宁 的 任意 一 个 序列 者 有 一 个 子 
序列 在 中 内 闭 一 致 收敛 或 内 闭 一 致 趋 于 无 穷 . 

这 里 所 谓 内 闭 一 致 收 钱 是 指 在 妃 中 的 任意 一 个 闭 售 上 一 致 
收敛 。 以 类 似 的 意义 理解 下 面 所 说 的 内 闭 一 致 育 界 等 提 法 。 下 
面 所 说 的 内 闭 等 度 连续 是 指 ， 对 于 任意 给 的 闭 集 KCG 及 任意 
给 定 的 E 汪 0， 存 在 一 个 8>>0 健 得 对 于 一 切 8 有 有 

fet21) ~ fo(25) [<<e;, 具 要 2 22 EK, 12 22|<6. 

阿尔 著 拉 (Arzela》 定理 断言 ， 任 意 给 定 的 一 个 晒 数 旅 ， 
只 要 内 闭 一 致 有 界 与 内 闭 等 度 连 续 ， 册 其 任意 一 个 序列 有 内 办 
一 臻 上 收 敦 的 子 序 麟 . 

现在 我 们 讨论 的 是 解析 函数 族 。 对 于 这 样 的 函数 族 而 计 ， 
内 闭 一 致 育 界 莉 含 善 内 闭 等 度 连 续 。 事 实 上 ， 由 解析 郑 数 的 再 
西 (Cauchy》 公式 可 知 ， 内 闭 一 至 有 界 董 含 着 导 函 数 族 内 闭 一 
致 有 界 ， 而 后 者 意 昧 着 原来 的 函数 族 内 闭 等 上 度 连 比 。 因 此 ， 我 
们 有 下 面 的 定理 ， 通 常 称 为 


小 聚 原理 。 若 G 上 的 解析 函数 族 和 9 一 {fo}ae4 在 G 中 内 闭 一 
致 有 界 ， 则 了 是 一 个 正规 族 。 
莹 德尔 对 于 这 一 原理 作 了 重要 推广 ， 


数 广 都 以 复数 与 5Ca 基 的 为 其 例外 值 ， 则 了 是 一 个 正规 族 ， 
证 不 失 一 般 狂 ， 假 定 c 一 0，b 二 1。 像 前 面 一 样 , 记 4(2)， 

jdz| 是 已 ~、{0,1} 的 非 欧 席 量 。 设 {0} 是 的 任意 一 个 序列 , 若 

{f 中 有 一 个 于 序列 在 G 中 内 闭 一 至 趋 于 co， 则 {fw} 已 符合 要 
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涩 。 车 {,} 中 没有 这 样 的 子 序列 ， 则 下 面 证 明 官 一 定 有 一 个 内 
闭 一 致 收 傅 的 于 序列 ， 

证 if 中 没有 内 闭 一 致 趋 了 无穷 的 子 序 列 。 这 时 则 一 定 存 
在 一 点 2。5 全 二 一 个 子 序列 {1} ,使 得 该 子 序列 在 z。 点 的 民有 


界 。 不 笑 一 般 性 ， 上 们 假定 {1} 本 上 身 有 这 样 的 性 质 ， 也 即 
[六 CD | EC n= 1,2°, (4.1) 
其 中 C 是 常数 ， 不妨 设 C>> 1.。 
在 ze 附近 考虑 贺 了 = {z，|z- zo| <roj， Bo CCG, 在 也 ,上 
家 用 毕 卡 -" 特 基 定 理 册 有 


r+ |2-20|’ 


log |f,C2) | 亏 {M+ log* |f,C20)1} 3 一 和 2 一 20 
q 


vatBo, R=1;2,°*, 
其 中 计 是 与 1, 无 关 的 常数 ， 由 (4.1》 有 


ri+|z~20|’ 


loglfo(2) | {M+ lgC) rsa 
6 


C4.2) 


v2EB,, N=12;°, 

此 式 淄 诉 我 们 序列 {1 在 Bs 二 {2z，|z 一 20| 之 fo/2} 一 表 有 界 . 

然后 ， 我 们 再 在 B85, 中 任意 选取 一 点 z;, 并 考虑 贺 B, = 1{2， 
= 一 Z| 过 ri1}，BiCQG, 在 B， 上 应 用 毕 卡 - 舒 特 基 定 理 又 可 以 
证 明 {f.} 在 8; ={z，|z 一 Zi| <r1/2} 上 一 致 育 界 ， 

如 此 下 去 ， 我 们 便 得 到 {j。} 在 安 中 内 闭 一 致 肥 春 。 这 就 证 
上 明了 {fj 中 有 一 个 肉 闭 一 致 收敛 的 子 富 列 。 证 时 。 

正视 族 概 念 也 可 以 推广 到 亚 线 函 数 族 ， 这 时 收 敏 的 概念 是 
莉 球 画 度 量 描述 的 ， 过 德尔 定理 对 亚 钝 函数 艾 而 育 同 样 适 用 ， 
不 过 销 外 信 应 改 为 3 个 。 现 叙述 如 下 ， 

区 域 @ 一 和 上 的 亚 纯 函 数 族 9 = {1。}oe4 是 正规 族 ， 如 果 其 


= 7， 


申 每 一 个 函数 六 都 以 se， 电 ，c 为 情 外 代 。 这 里 a，b。，e 为 吧 由 三 
个 不 同 的 值 ， 


85 在 复 解析 动力 系统 中 的 若干 应 用 


正规 族 迎 论 及 哥 德 尔 定理 在 现 已 复 解 析 动 力 系 统 理论 中 是 
一 块 重要 的 基 丰 ， 法 都 集 与 如 利 亚 集 这 两 个 基本 研究 对 象 就 是 
依据 选 代 序 列 的 正规 性 来 定义 的 ， 

我 们 不 打 竺 介绍 复 解 析 动 力 系 统 的 整个 理论 的 全 生 ， 而 只 
想 草 其 中 若干 结果 ， 以 显示 非 欧 产量 及 广义 许 反 兹 引 理 在 此 理 
论 中 的 作用 。 

设 ?是 一 个 多 项 式 。 用 牛顿 法 求 它 的 根 是 考虑 如 下 的 碗 代 
序列 ， 


大 家 拓 道 ， 对 于 类 多 数 的 初始 值 z, 而 言 ， 这 个 迭 民 序列 z, 都 收 
黎 于 2 的 报 。 但 是 ， 苛 于 某 些 初 值 = 而 言 ， 这 个 选 代 序 列 ， 不 
仅 不 趋 于 P 的 根 而 且 可 能 没有 极限 ， 蕉 至 表现 了 荣 种 不 可 弧 浏 
性 ， 被 称 之 为 素 动 。 


这 个 问题 的 一 般 提 法 是 ， 洗 不 区 域 DCC 上 的 解析 自 映 身 
f，G 一 G 及 选民 序列 ， 
foi) =z, Fie2) = a) fi) = Ne 
我 们 要 间 当 + 究 分 大 了 之 后 "(2z) 的 性 态 如 何 ? 它 对 于 初 值 z 的 
恢 喜 性 怎样 以 及 是 可 有 极 银 ? 
迭代 序列 {} 被 称 作 区 域 上 的 一 个 复 解 析 动 力 系统 。 点 


呈 和 和 二 明 三 办 
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=: 所 形成 的 序列 {(zo) } 被 称 作 zs 的 轨道 ， 记 作 O*(zo)， 

这 种 复 解析 范 数 的 选 代 时 在 第 一 次 世界 大 战 前 就 被 法 都 
《Fatc 切 与 如 利 亚 (Julia》 作 过 系统 研究 。 近 年 来 ， 由 于 电子 
计算 机 的 应 用 ， 复 解析 函数 的 迭代 的 图 形 被 综 制 了 出 来 ， 而 且 
这 些 图 形 非常 优美 各 复杂， 引起 了 广泛 的 兴趣 与 注意,* 在 80 年 
代 之 后 ， 许 多 数学 家 重新 提起 了 法 都 与 如 利 亚 的 工作 并 在 此 基 
砚 上 和 作 了 更 深入 的 研究 . 

设 产 G-G 是 一 个 解析 自 映射 。 我 们 称 集 合 

Fj 二 {z 世 GG， {1} 在 点 z 的 一 个 邻 域 正规 } 
为 法 都 集合 ， 称 各 的 补 集 ， 也 妆 人 Fi， 为 如 利 亚 集 合 ， 记 为 
J 

例 G=€, f=2, WF= {2, |2| <I}U {2:]2|>1}, 
J 二 {z+:1z|=1}。 请 读者 自己 证 明 ， 

这 个 合子 中 如 利 亚 集合 是 一 条 规则 的 曲线 ， 但 大 多 数 函 数 
的 姑 利 亚 生 合并 非 如 此。 如 利 亚 集 合 可 能 是 处 处 不 连通 的 完全 
集 ， 相 能 是 察 斯 道夫 维 数 大 于 1 的 曲 乒 ,甚至 有 可能 是 全 平面 。 

初始 值 取 在 法 都 集 侣 内 时 ， 轨 道 才 更 了 某 种 稳定 性 ， 如 有 
极限 ， 或 最 终 周期 的 《 妈 # 充 分 大 后 是 周期 的 )， 最 十 也 有 子 序 
列 内 闭 一 致 收敛 。 因 此 ， 法 部 集 的 每 一 个 连通 分 支 称 为 一 个 稳 
定 域 ， 

““ 假如 区 域 人 是 一 个 有 界 域 ， 那 么 解析 函数 f:G 一 G 世 形成 
的 提 失 序列 {f"} 是 一 个 一 致 有 界 序列 。 因 此 ， 由 上 节 中 所 讲 的 
凝聚 原理 可 知 ，{y/ 在 G 内 是 正规 旗 .。 村 是 ， 呈 一 C，J = 好， 

应 用 上 壹 德尔 定理 又 进一步 推出 ， 若 并 一 局 多 于 两 所 ， 则 男 
狼 族 { 闫 } 有 三 个 或 三 个 以 上 的 例外 信 ， 从 而 在 C 内 是 正规 族 。 
这 时 /的 如 利 亚 集 合 也 是 空 集 ， 

如 利 亚 集 合 是 空 集 轩 表示 和 认 代 序列 的 行为 相 浊 较为 简单 ， 


3 了 了 39 * 


上 面 的 讨论 表明 ， 只 有 当 区 域 G 是 下 列 三 种 区 域 之 一 时 ， 其 如 
利 亚 集 合 才 可 能 是 非 室 的 ， 

€, -fa), C-{a, 6), 
因此 ， 目 前 大 多 数 研究 集中 于 三 种 典型 区 域 上 的 揽 动力 系统 ， 


C，C 和 C-{0}， 兆 其 是 前 两 种 区 域 . 

设 z, 是 一 个 周期 点 ， 也 即 存 在 一 个 正 整 n 使 得 (ze) = 。 
《使 得 这 个 等 式 成 立 的 最 小 正 数 称 为 26 的 周期 》 若 z 的 周期 为 
nr， 则 称 数 


d Fr 
i= (C2) | -> 


为 周期 点 zs 的 特征 值 ， 
若 |%| 之 1， 则 称 2 为 奈 狂 周期 成 。 甘 4 二 0， 则 称 z。 为 超 吸 
性 于 期 点 。 若 0 一 141 之 1， 则 称 z, 为 吸 性 周期 点 。 车 14| 一 1, 则 
称 z0 为 中 性 周期 点 。 
明 性 或 超 吸 性 周期 点 均 属于 法 都 集 ， 面 斥 性 周期 点 属于 如 
利 亚 集 。 中 性 周期 点 既 可 能 属于 法 都 集 又 可 能 网 于 如 利 亚 集 . 
现在 我 们 假定 /是 到 到 自身 的 解析 映射， 也 即 / 是 一 个 有 理 
项 数 P/ 和 ， 其 中 P， 中 是 互 素 的 多 项 式 。 设 
d—~max{tdegP, degO}~>1, 
{因为 车 4 =1 则 /是 分 式 线性 栾 换 ， 其 动力 系统 很 简单 .) 这 办， 
如 利 亚 集合 是 非 空 的 完全 集 。 
根据 定义 ， 法 和 都 集 F/ 总 基 开 集 . 
设 G 是 Bi 的 一 个 连通 分 支 。 显 然 ， 对 于 任意 ma> 0， 都 家 
f(D CFP。 法 都 曾 猜想 区 域 序列 
GG, Gi = DD, Gi = 0, 
是 最 终 周 期 的 ， 也 邯 在 在 两 个 整 烙 mm 及 8 使 得 
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个 一 站 YHAm, 
换 旬 话说， 区 域 序列 {G.) 自 第 m 项 之 后 是 周期 的 。 法 都 前 这 一 
狂想 在 80 年 初 为 萨 星 温 Sullivan》 所 证 明 ， 这 就 告诉 我 们 ， 
法 都 集 的 任意 一 个 连通 分 支 ,在 户 的 作用 下 辣 不 多 就 是 周期 的 。 
这 对 于 我 们 研究 初始 值 取 在 法 都 集中 的 轨道 结构 提供 了 一 个 很 
好 的 基础 。 

由 于 法 都 集 的 任意 一 个 连通 分 支 G 都 是 最 终 周 期 的 ， 故 不 

失 一 般 性 可 假定 G 本 身 就 是 周期 的 ， 也 即 存 在 一 个 正 床 数 f， 
使 得 

fr = 避 。 
现在 我 们 米 研究 轨道 01Cz) (x ES) 的 结构 . 


定理 5.1 设 口 是 Py 的 一 个 连通 分 支 ， 且 fCOD =G。 车 
Fe 不 是 G->G 的 同 胚 ， 旦 产 在 G 中 有 不 动 点 zs， 则 该 不 动 点 一 
定 是 吸 性 或 趋 吸 性 的 ， 并 有 

fa) 20, V2EG, 

证 ”因为 Gc ~J/ 且 1 是 一 个 非 空 完全 集 ， 故 G 有 非 欧 

度量 , 设 ds 二 p(z) 1dz| 是 G 上 的 非 网 度量 ， 由 广义 许 瓦 头 引 现 
有 

z pf fr) [p(t2), YEG, 

特别 地， 我 们 有 


p{202 fr) | N20)s 
. 


也 有 
-| 入? 


由 于 所 不 是 G->G 的 共 形 映射 ， 故 上 述 不 等 式 只 能 成 立 不 等 
-141* 


号 。 于是，z 是 吸 性 或 超 肯 性 局 期 点 。 
利用 141<1 很 容易 帮 出， 在 ze 充分 外 的 邻 域内 
fiea) -21<Clz-21，C<1 
从 抽 又 有 
[fe 一 2o| Cz -20|. 
这 样 ， 汉 2 充分 徘 近 zu 的， 
fm (2) ->20 《5.17 

现在 说 明 这 个 极限 在 G 凡 处 处 成 立 。 训 若 不 热 ， 则 存在 一 

个 ziEG 及 一 个 子 序列 {f 个 使 得 

fitz1) 2 (roo) (5,2) 
由 于 {4} 在 G 中 的 正规 性 可 知 ， 可 选取 {j" 们 的 一 个 于 序列 ,不 
果 设 就 是 它 本 身 ， 在 S 中 内 闭 一 致 收敛 ， 

设 六 收 黎 于 #。， 刚 # 在 安 内 是 解析 函数 ， 因 为 在 ze 附近 有 
极限 (5.17， 故 R 在 zu 附近 恒 等 子 z。。 从 而 ph 在 整个 区 域 G 都 是 
异 等 子 z。。 这 与 5.2) 着 盾 。 证 毕 ， 

由 浅 定理 推出 

ftir fiz V2ZEG, j=0,19° sR—), 
这 就 是 说 ， 二 道 O* (2z) (zt) 全 部 被 殴 引 到 0* {260) 上 ， 

车 G 中 有 /的 双 性 (或 超 吸 性 ) 半期 点 , 则 SG 被 称 为 吸 性 (或 

趣 吸 性 ) 稳定 域 ， 或 简称 为 吸 性 域 〈 或 超 吸 性 域 ) ,. 


定理 5.2 ” 设 G 是 Fj 的 一 个 连通 分 支 , 且 扩 (GD =@、 若 六 | 
术 是 GG 的 同 且 ， 且 7 在 人 内 没有 不 动 点 ， 则 
fe) rt, V2EG, C5.3) 
其 中 s E96， 
证 首先 证 明 ， 着 "i 在 G 内 阅 一致 收 鲁 于 ， 则 一 定 基 
常数 .事实 上 ， 窟 六 1 为 下 列 形式 
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ftl ft pr of 
这 样 ， 我 们 有 
h=Hoh, C5.4) 
其 中 HH 是 开 9i+17* 站 的 极限 。 假 若 不 是 常数 ， 那 么 它 必 在 一 
点 附近 是 共有 形 的 。 于 是 ，(5.4) 告诉 我 们 H 在 该 点 附近 是 异同 
上 映射。 由 太 的 解析 性 又 推出 ， 于 (2 三 #2，Y2EQ，。 这 就 天 有 明 内 
二 一 致 有 
fin "pid 
这 与 玉 |e 不 是 同 胚 承 盾 ， 这 里 记 表 示 恒 同 映射 ， 
设 点 8 是 f"i 的 琢 限 ， 世 即 
ini -> (jo0) 
出 EEG，。 叉 因为 
产 (2 = lmfref™’ (2) = limf™ (CFC) = b, 
故 E 是 及 的 不 动 点 。 已 知 记 在 G 内 没有 不 动 点 ， 因 此 ,点 6 E00. 
下 面 我 们 证 明 
_ ma YY2EG. 
在心 上 具有 有 办 个 不 动 点 。 设 它 的 不 动 点 集合 为 
{61s | 6 。 
我 们 已 缀 证 明了 ，{ffe 的 任意 一 个 收 敏 子 列 都 收 伍 于 扬 的 一 个 
不 动 点 。 因 此 只 要 证 明 1=1 就 是 够 了 . 
用 反 证 法 车 缔 1， 则 在 每 一 个 点 与 处 取 一 个 邻 域 oj 使 很 
它们 坡 此 不 相 变 ， 且 
Fo No=g i=1,1, 
这 富 昧 着 有 无 寄 多 训 ) 使 得 
fmiCz) \Jz,, 2EG 


9 了 4 了 


这 笠 ，{ 太 站 有 一 个 内 闭 一 臻 收 敏 的 子 序列 ， 其 极限 不 在 集合 
从 ;，…s6j 之 中 ， 矛 盾 。 证 毕 . 

进一步 讨论 器 明 s 是 所 的 中 性 不 动 点 ， 车 将 其 特征 值 4 表 为 
2 ”还 可 证 明 x 是 有 理 数 。 

这 个 定理 中 所 描述 的 法 都 集 鸭 连通 分 支 被 称 为 插 物 型 稳定 
域 ， 

余下 只 有 fr*|o 是 一 G 的 同 胚 的 情况 须要 讨论 。 与 上 面 讨 
抢 类 悦 ， 应 用 广义 许 瓦 兹 引 理 可 以 证 明 ， 若 在 这 种 情况 下 六 有 
不 动 点 ， 则 不 动 点 一 定 是 申 性 的 。 估 们 将 有 中 性 周期 点 的 稳定 
域 称 为 齐 格 尔 《Siegel)》 域 ， 在 产 没有 不 动 点 时 ,可 以 证 明 C 一 
定 是 一 个 两 连通 域 ， 被 称 为 赫 尔 曼 (Herman》 环 ， 

在 章 格 尔 域 或 赫 尔 曼 环 上 的 作用 相当 于 一 个 施 转 . 


萨 里 温 定 理 次数 >I 的 有 理 通 数 的 法 都 集 的 任 意 一 个 周 
期 连 朋 分 支 只 能 是 下 列 五 种 稳定 域 之 一 ， 

《i》 超 吸 性 域 ， 

《ii 吸 考 域 ; 

tiii》 扫 物 型 域 ， 

《iv) 齐 格 尔 域 ; 

Cv 忒 尔 总 环 。 

从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 广义 许 瓦 兹 引 理 起 了 相当 重 联 的 
作用 ， 


= 


编 后 记 


1989 年 夏 ， 国 内 -一 些 数学 家 和 湖南 示 育 出 版 福 的 编辑 同志 
在 南开 大 学 和 北京 大 学 聚合， 深 深 感到 “当今 数学 的 面 统 日 新 
月 异 ， 效 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 防 术 基 至 社会 料 
学 售 域 扩展 和 滩 和 过 ， 数 学 本 奥 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 的 
推动 下 ， 不 断 这 求 自 站 的 发 展 和 完美 "希望 能 组 织 吝 方面 专家 
蝙 写 一 批 节 粳 ,在 中 学 数学 的 基础 上 ， 用 现 伐 观 旧 向 南 中 生 、 
中 学 荡 师 ， 失 学 生 、 工 程 技术 人 员 、 自 然 科 学 和 和 社会 科学 工作 
者 以 及 一 切 数 学 爱好 尖 介 昭 一 些 数 学 思想 ， 司 大 家 下 正 地 认识 
数学 ， 了 解数 学 ， 热 受 娄 学， 走向 数学 。 这 可 是 4 走向 数学 ?从 
上 书 的 起 源 。 我 们 商定 这 套 通 俗 读物 的 守则 是 ,;“ 用 浅显 易 楼 前 语 
言 从 吉 个 方面 和 角度 向 读者 宕 示 一 些 重 要 的 数学 忆 椒 ， 讲 述 数 
学 (万 其 是 现代 数学 ) 的 二 要 发 展 ， 介 绍 数学 新 共 领 域 、 数 学 的 
广泛 应 用 以 及 数学 史上 主要 数学 家 (和 包 插 我 国 数学 家 ?的 成 就 。 

由 于 数学 界 大 力 支 持 、< 数 学 关 元 项 目 ? 的 黄 助 和 各 方面 热 
情 协 助 ， 一 年 后 ， 第 一 辑 的 书稿 已 经 写成 并 即将 与 读者 见面 。 
这 上 八 本 书 尽 管 深浅 不 同 ， 风 糙 备 异 ， 但 至 几 有 一 个 共同 之 处 ， 
即 作 者 们 均 朝 着 本 丛书 的 宗旨 和 目标 做 了 认真 的 努力 。 

在 这 批 书 中 ， 作 者 们 介绍 了 过 年 来 数学 一 些 重 要 发 展 和 新 
的 方向 (其 中 所 括 1990 年 沉 录 臣 获 谱 得 者 ,Jones 在 拓 盾 学 摊 
并 理论 方面 鸭 杰 出 工作 ， 括 站 学 家 Kuhn 和 Smale 在 数值 复杂 性 
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方面 的 开创 性 工作 ， 实 动力 系统 的 黄 基 性 丫 果 等 )， 以 中 学 数学 
为 起 中 介绍 一 些 数 学 分 支 和 课题 〔〈 如 复 画 数 、 非 欧 几 和 何 。 有 限 
域 、 凸 性、 拉 婚 富 理 论 、Polya 计 数 技术 等 3， 通 过 具体 实例 引 
钟 出 重要 的 数学 思 租 和 方法 如 数论 在 数值 计算 中 前 应 用 ， 苑 
何 学 的 近代 观点 ， 群 在 集合 上 的 诈 用 ， 计 算 的 复杂 性 概念 等 )， 
从 不 同 的 侧面 介绍 了 数学 在 物理 ， 化 学 、 经 济 学 、 信 息 科 学 以 
奖 工 农业 生产 等 方面 的 广泛 应 用 ， 和 包括 华罗庚 避 扫 多 年 来 在 中 
国 普及 数学 方法 的 宝 责 经 验 。 在 节 的 正文 式 附 录 中 ， 人 必 者 们 但 
疤 了 中 外 许多 数学 察 的 生平 和 业绩 。 符 列 是 国内 外 数学 家 为 华 
罗 上 诬 教 投 所 写 竟 纪念 文章 ， 从 不 同 侧面 回忆 了 他 衬 年 的 业绩 ， 
半 扬 他 为 新 中 国 培养 人 材 和 热爱 祖国 献身 事业 的 可 下 精神 ， 这 
对 于 我 们 (和 包 接 年 轻 一 收 ) 是 有 很 大 载 育 意 义 的 。 
尽管 作者 们 和 做 了 很 大 的 努力 ， 人 也 我 们 深 和 如。， 用 通俗 语言 

所 如 此 隆 窗 的 数学 思想 和 飞跃 的 发 展 , 是 一 项 十 分 艰难 的 尾 务 。 
在 第 一 批 忆 出 版 之 后 ,我 们 热 该 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 意见 ， 
以 利于 今后 改进 和 提 南 。 如 前 所 述 ， 这 批 节 的 号 必 克 衬 音 开 ， 
取材 的 深度 和 广度 也 有 所 盖 列 。 即 使 不 宁 作 者 几 易 其 稿 ， 方 图 
把 基点 效 在 利和 鞋 数学， 但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 内 容 ， 和 眼 
难 训 和 免 引 进深 一 苦 的 概念 和 方法 。 所 以 ， 我 们 不 能 苛求 读者 在 
最 初 风 遍 训 能 把 书 中 引述 的 肉 容 和 体现 的 思想 方法 全 部 读 懂 ， 
但 是 希望 具有 不 同 程度 数学 知识 和 修养 的 数学 蛇 好 者 在 认真 读 
过 这 些 书 之 后 都 能 让 所 收 蕊 ， 开 冰 眠 界 ， 增 长 见识 ， 从 而 受 加 
认识 数学 了解 数学， 热 沉 数学 和 走向 数学 。 


冯 殉 前 
识 于 一 九 去 中 年 九 月 
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